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Avant-propos 


Le cours d’analyse de deuxième année pour les futurs ingénieurs mathé- 
maticiens et physiciens de l'Ecole polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL) 
comporte trois parties : 


1. Analyse vectorielle 
2. Analyse complexe 
3. Equations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles. 


Le présent volume concerne l’analyse complexe ; un premier volume [9] 
consacré à l’analyse vectorielle est déjà paru ; un volume sur les équations 
différentielles est en préparation. 

L'objectif de cet ouvrage est de présenter une introduction détaillée à 
la théorie des fonctions analytiques d’une variable complexe. Il s’adresse aux 
lecteurs qui ont une connaissance du calcul différentiel et intégral dans R 
comme il est enseigné dans la plupart des hautes écoles européennes pendant 
la première année des études universitaires scientifiques. Sauf pour le dernier 
chapitre sur les surfaces de Riemann, les seules notions topologiques utilisées 
sont celles de R? et elles sont rappelées aux endroits appropriés : pour de plus 
amples informations sur ces questions (toujours élémentaires), on pourra con- 
sulter le volume 1 (chap. 1). Les définitions de topologie nécessaires pour le 
dernier chapitre sont données succinctement au début de ce chapitre. 

Le contenu d’un cours introductif de l’analyse complexe est presque im- 
muable ; il s'organise autour des trois grands piliers du sujet : les équations de 
Cauchy-Riemann, les séries entières, le théorème et la formule de Cauchy. Les 
séries de Taylor et de Laurent ainsi que les propriétés principales des fonctions 
holomorphes (principe du maximum, applications ouvertes) sont des consé- 
quences. Toute cette théorie s'illustre par l'étude plus ou moins détaillée des 
fonctions élémentaires et de quelques fonctions dites spéciales, Les applica- 
tions variées de la théorie, en utilisant ces fonctions, forment une justification 
principale du temps imparti à la théorie des fonctions analytiques au niveau 
propédeutique. Les six premiers chapitres de notre livre sont consacrés au dé- 
veloppement du programme standard esquissé. Le seul élément un peu moins 
canonique dans cette présentation est une discussion étendue des fractions con- 
tinues complexes ; ce dernier sujet est certainement bien classique, mais peu de 
livres d’analyse complexe consacrent une attention quelconque à ce domaine 
fascinant. Le septième chapitre sur les applications conformes développe une 
partie traditionnelle, utile et très instructive de la théorie dite théorie géomé- 
trique des fonctions analytiques. Le dernier chapitre sur les surfaces de Riemann 
est très court ; il se rapproche plutôt d’un appendice. Son objectif est de for- 
muler précisément les définitions de base et d'indiquer comment la théorie des 
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fonctions dites «multiformes » (obtenues par les prolongements analytiques) 
s'organise autour de l’étude des fonctions méromorphes définies sur une sur- 
face de Riemann. Bien entendu, aucun sujet important de la théorie des surfaces 
de Riemann n'est abordé dans ce dernier chapitre. 

Les sept premiers chapitres contiennent de nombreux exercices ; Ceux-ci 
sont de deux types. Les uns demandent un calcul direct basé sur la théorie 
donnée précédemment ; pour ces exercices, on a fourni les réponses à la fin du 
livre. Les autres exercices contiennent des exemples illustrant et complétant la 
théorie ; ces exercices sont essentiellement résolus par une série de suggestions 
intercalées à l’intérieur même de leur formulation. 

Dans mon cours tel qu'il est professé à l'EPFL, je dispose approximative- 
ment de 26 semaines (3 heures de cours et 2 heures d’exercices hebdomadaires) 
pour couvrir les trois parties du cours citées ci-avant ; seulement 10 semaines 
sont consacrées à la matière du présent livre. Dans ce temps, j'arrive à présenter 
une partie centrale du contenu des sept premiers chapitres, en laissant de côté 
les démonstrations et les exemples compliqués. Le dernier chapitre n’est ja- 
mais abordé et les fractions continues rarement mentionnées. Un enseignement 
disposant de plus de temps trouvera suffisamment de matière dans ce livre pour 
un cours semestriel étoffé sur l’analyse complexe. J'espère aussi que les auto- 
didactes trouveront la lecture du livre profitable ; en tout cas, la composition 
du livre a été spécifiquement organisée pour de tels lecteurs. 


S. D. Chatterji 
Lausanne 
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Conventions, notations et rappels 


1 Ensembles et fonctions 


TE À x appartient à l’ensemble À 
zéA x n'appartient pas à l’ensemble À 


AC B l’ensemble À est contenu dans l’ensemble B ; ceci équivaut à B > À 
et n'exclut pas que À = B ; on dit que À est une partie de B 


1 le complémentaire de À 
AUB la réunion des ensembles À et B 
ANB l'intersection des ensembles À et B 


A\B l’ensemble formé des éléments de À qui ne sont pas dans B ; donc 
AN BMP 
ÿ l’ensemble vide 


Une fonction (les mots fonction, application, correspondance, 
transformation sont des synonymes) est notée comme f : X — Y où X 
est le domaine de définition de f et Y, l’espace image, contient les images 
ou les valeurs f(x), x € X ; on écrit aussi ze f(x), x € X, pour indiquer la 
fonction f ; pour x € X, il existe un unique élément y € Y tel que y = f(x) ; 
f s'appelle injective si x £ x’ dans X entraîne que f(x) £ f(x!) dans Y ; f 
s'appelle surjective si chaque y € Ÿ est de la forme y = f(x) pour x € X ; 
jf est dite bijective si f est à la fois injective et surjective. Si f : X — Y on 
utilise aussi les phrases du type : f est une fonction sur X à valeurs dans Y. 

Si f : Î — J est une fonction, on dit que {f() hier est une famille 
d’éléments dans J indexée pour I ; on note cette famille aussi par os 
ou simplement si Î n’est pas en doute. 

Soit f : I — J; il est souvent commode de décrire l’ensemble f(1) C J 
comme suit : 

HD OAENNE 
Il est important de distinguer l’ensemble f(1) C J de la famille {f(i)} 
dans J. 


Une famille finie (appelée aussi suite finie) dans un ensemble X est 
notée Has n ; ici, les x; ne sont pas nécessairement distincts ; par contre, 
=}. 


icl 


une partie finie de X est aussi notée 1e, nu {t1,.-., Tn} mais avec 
la convention tacite que les x; sont distincts. 
Si {A;} est une famille de parties d’un ensemble X, on note par 


(4: ou BA EE) ou LE 


icl i 


1€I 
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la réunion des À; ; on note par 
(uit ou fK&:iel) ou (A: 
1€T î 
l'intersection des À;. 


Rappelons que les opérations ensemblistes (\, {] sont commutatives, asso- 
ciatives et distributives. On a les formules suivantes : 


An(J4;:={J(4n 4; 


1EI 1€1 
AUf)4 =f)(AU4;) 
1€ 1EI 
€ ee 
{U4 = (4 {na} = 
1EI iel 1E1 1EI 
Si À1,..., Ân sont n ensembles, on note par X1 x -:: x Xn l’ensemble formé 
de tous les n-uples (x1, ..., Tn) avec t; € X;,i=1,...,n; on écrit 


CCR D 


X1 xX--- x Xn s'appelle le produit cartésien des X;,1—1,...,n. 
Soit f : À — Ÿ une fonction ; l’ensemble 


Ce ie le à 
s’appelle le graphe de f ; si À C X, on écrit 
Tr) cles 
f(A) s'appelle l’image de À sous f ; si À C Ÿ, on écrit 
fn = ren Ge aen. 


f7 (4) s'appelle l'image inverse de À sous f. 

Le symbole f—1 est utilisé dans un autre contexte. Soit f:X — Y une 
fonction bijective ; pou tout y € Ÿ il SU alors un unique x € X tel que 
fr) = 1, onéent = + lors je — X est une fonction telle que 


inter rer oc), ci 


f7! s’appelle la fonction inverse ou réciproque de f. 

Soit f : À — Y ; si À C X on écrit 1 la restriction de f à À; 
donc 0e À — Y est une fonction telle que f(x =) jsire A;siln'ya 
aucune confusion à craindre, nous indiquerons . par f: A — Y. 
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Soient f : À — Y,g:Y — Z deux fonctions ; alors go f : X — Z est la 
fonction définie par 


(go f}(x) =g(f(x)), rex; 


go f s'appelle la composition des fonctions f et g. 

Soit X un ensemble ; une partition de X est une famille de sous-ensem- 
bles Ha de X telle que les À; sont deux à deux disjoints et leur réunion 
est égale à X ; la partition s’appelle finie (ou dénombrable, cf. 8 7) si I est 
fini ou dénombrable. 


2 Nombres réels 


Nous notons par R le corps des nombres réels. Rappelons que R est ca- 
ractérisé par la description suivante : R est un corps commutatif, ordonné, 
archimédien et complet. Expliquons les deux derniers termes ; dans KR, on 
note par N, Z, Q les sous-ensembles suivants : 


DD ER EE NS crnbresinaturels 
Z = {0, 1, —1,2, —-2,...} nombres entiers 


m 
Q = {Timez, HIS n>1} nombres rationnels. 
n 


KR est archimédien : pour tout x > 0, y > 0, il existe n € N tel que nx > y. 
R est complet : toute suite de Cauchy dans R converge vers un élément de KR. 
Nous supposons connues les définitions et les propriétés des suites des nombres 
réels invoquées dans la phrase précédente. 
Si AC R, A* sera l’ensemble À \ {0} et A+ sera l’ensemble {x € À: x > 
0}. Ainsi, 
D =HPeONC = tie...) 


De même, A_ ={xe A:x< 0}. 

Par R nous noterons l’ensemble R U {oo, —co} où co, —co sont deux 
symboles distincts et différents des éléments de R ; parfois, co sera noté par 
+oo. On écrit : —oo < x < © pour tout x € KR. Si À est une partie non vide 
de KR, on définit 

M =sup{x:x€e A} = Eto 


zEAÀ 
comme l’unique élément M € KR tel que 
Mn EAST 7 2e lolo Mo M 
(M est le plus petit majorant des éléments de À) ; de manière analogue, on 
définit 
Re = ns mel = tm 
ME A 
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comme l'unique élément m € R tel que 
m£LTtT,zEA; sim <t,zxeEAalorsm <m 


(m est le plus grand minorant des éléments de À). 
Si X est un ensemble quelconque, une suite dans X est une famille 
d'éléments de X indexée par N ; une suite sera notée comme 


{En }nen ou {zn}n>0 ou {tn} n=0 1... ou simplement {zn} ; 


souvent, les familles indexées par {k, k+1,...} où k € Z seront aussi appelées 
les suites ; elles seront notées 


{zn}n>x ou En }n2p k31 ou simplement {rh} ou {r;} etc. 


Nous écrirons simplement {x} ou {x;}, etc., s’il n’y a aucune confusion à 
craindre concernant le domaine de variation de n ou i. 
Soit {Tn}nen une suite dans R. On pose 


himsupæ, = "nt sup zre 
n— 00 nZ k>n 


minier = Sup nr 
Lo. n>0 \k2n 


Si Mn = SuPy>n TK, On voit que 
Mn 2 Mn, n20; 


donc 


limSupzs—"-lim M} = ]im|supz: 
DS n— 00 n— 00 
k>n 


De même, si Mn = infpgn Tk, On à 
Mn <Mn+1, Nn>0, 
et 
man Niro, — lin (aus x) ; 
n—0co n— 00 no \k>n 


On démontre que 


COS himaontr, Simeupzr, eco 
TO n— 00 


et que limn_0 Zn existe dans R si et seulement si 


= mine =lneunz,- 
RES n— 00 
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on a alors = lim, 2%; Pour alléger la notation, nous écrivons 
hmsupz, Mliminftr,. limr, 


en supprimant n — © ou en ajoutant à côté n — co ; ainsi, nous écrivons 
En — & (n — ©) pour limn_, Tn = x. L'utilisation de limsup, liminf ne 
sera pas très fréquente dans ce volume ; néanmoins, leur maniement correct est 
essentiel pour tout étudiant en analyse. 

Un intervalle ouvert de R est une partie de R (notée par ]a, b[) dé- 
terminé par à, b dans R avec a <b;ona 


la tre Re cere 


l’intervalle ouvert | a, b[ s’appelle borné si a, b sont dans R. Noter que R = 
]—co, œ. 
Avec a < b dans R, on définit 


[a,b[={reR:a<r<b} (siaeR) 
Ja, bl=ŸrTeR 470 MRRREN 
[a,b]={reR:a<zr<b} (sia, be R). 


On dit que {a,b] est un intervalle fermé, borné dans R ou un intervalle 
compact dans R ; d’autres intervalles fermés de R sont 


]J-co,b],bER; [a,cof,aerR. 


un intervalle de R est un ensemble d’un des quatres types ]a,b[,[a,b{, 
Ja,b],{a, b], définis ci-dessus. Noter que, selon notre définition, un intervalle 
contient toujours une infinité de points. 

Soit À un ensemble. Si f : À — KR, on dit que f est une fonction réelle 
sur X ; si f : X — R, on dit que f est une fonction numérique sur X. Si 
A C X,on note par 14 la fonction indicatrice de À ; c'est la fonction réelle 


114 sur À telle que 
A) = { si x € À 
é 0 six e À. 


3 Cardinalité 


Si X et Y sont deux ensembles, on dit que X et Ÿ sont équipotents ou 
que X, Ÿ sont de même cardinalité s’il existe une bijection de X sur Y. Si 
X est vide ou équipotent à {1,...,n} pour un n € N*, on dit que X est un 
ensemble fini (de cardinalité 0 ou n). Si X n’est pas un ensemble fini, on dit 
que X est un ensemble infini ou que X et de cardinalité infinie. Si X est 
équipotent à N, on dit qüe X est dénombrable (ou que X est dénombrable- 
ment infini). Un ensemble X est au plus dénombrable s’il est dénombrable 
ou fini. Z et Q sont des ensembles dénombrables. On montre que R n’est pas 
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dénombrable ; ainsi, on dit que R est non dénombrable (ou de cardinalité 
infinie non dénombrable). On peut démontrer les affirmations suivantes : 


soit X = (J;e7 Xi avec X; £ D, i € I Æ Ü ; si I est dénombrable et les 
X; sont au plus dénombrables alors X est dénombrable ; si Z est fini et 
les X; sont au plus dénombrables avec un au moins des X; dénombrable 
alors À est dénombrable ; 

°R, RV et tout sous-intervalle de R sont de même cardinalité. 


4 Quelques fonctions réelles 


Les fonctions trigonométriques (réelles) sont notées comme suit : sin, cos, 
tg, ctg, sec, cosec ; leurs fonctions réciproques sont notées comme suit : arcsin, 
arc cos, arctg, etc. Rappelons que 


TT 

in:[—1,1 —[-.; 
arc sin : | ] Do 
arccos :[—1,1}—{[0,7x| 


arctg: | +, | —R 


avec arc tg(+rw/2) = +oo. La fonction exponentielle (réelle) exp : R — R s’écrit 
aussi comme exp x = e”. La fonction logarithmique (réelle) sera notée In ; on a 


In:}0,00[ _R 


avec In(e7) =x,x € R, exp(Inx) =zx,x € R'. Les fonctions hyperboliques 
(réelles) sont notées comme suit : sh, ch, th, cth, sech, cosech avec 


te +, cosech(x) = Lx Gil a 5 (0) 
ch(a) = ET, sech(x) = a 
thir)= es ne) — _ SIC. 


5 Intégration 


On suppose connue la théorie de l'intégration usuelle des fonctions f : 
1 — R où J est un intervalle (borné ou non) de R et f est une fonction ayant 
au plus un nombre fini de discontinuités dans chaque sous-intervalle compact 
de Z. Aïnsi, la théorie élémentaire des intégrales de Riemann est suffisante pour 
notre livre. Il est commode néanmoins d'adopter les conventions et quelques 
résultats de l'intégrale de Lebesgue (exposés dans [9, chap. 5]). Ainsi, on peut 


écrire ; 
Î f() at 
@ 
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sans que f soit définie partout dans {a, b] ; il est suffisant que f soit définie 
presque partout ; en pratique, l’ensemble où f n’est pas définie sera au plus fini 


si [a, b] est compact. Nous donnons ci-après les deux résultats de la théorie de 
l'intégration qui nous seront utiles. 


+ Théorème de Lebesgue 
On a (pour —-co < a < b < co) 


b b 
in l fn(t) dt = jh (2) dé 
COR: b © 
DJ mbat= [ End 
R=0 D ji) 
Si fn: ]Ja,b[—R, gn:]a,b[ —R,ne N, sont continues et si 


lim fn(t) = f(#), D gn(t) converge, [fn(t)| < M(), 
n=0 


TN — 00 


< MG pourt© a 0 


Ÿ_ gt) 
k=0 


n € N, avec LP M(+) dt < co. 


Le théorème de Lebesgue est valable sous les hypothèses plus générales ; mais 
l'énoncé donné nous suffira ; il sera utilisé une ou deux fois pour raccourcir un 
raisonnement. 


e Théorème de Fubini 
On a (pour —-o < a < b < 0, —00 < c < d £ co) 


f'{frea) = [Er dt 


si f:]a,b[ x ]c,d[ — Rest continueet 


f'{fuoie) ds < © ou J'{fucntas) dt < ©. 


Le théorème de Fubini est valable pour les fonctions f plus générales mais, 
dans ce cas encore, cette. version simple nous suflira. 

Aussi bien le théorème de Lebesgue que celui de Fubini restent valables 
pour les fonctions à valeurs complexes. 
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6 Conventions diverses 


Sif: À nous écrivons quelquefois f(r) = c ou f = c pour indiquer 
que 
J{œ)=c, rex, 


ce qui veut dire que pour tout x € X, f(x) est égal à un élément fixe c € Y. 
Soient f: X —Y,g:X — Y ; on exprimera ceci brièvement en écrivant 
f,g:X — Y ; une formule de type 


(où À C X) veut dire que pour tout x dans À on a f(x) = g(x). 

Soit À un ensemble ; si a € X et b € X on écrit brièvement : a, b € X. 

Soit f : À — R; si f(x) > 0, x € X, on dit que f est (une fonction) 
positive ; si f(x) > 0, x € X, on dit que f est strictement positive ; de 
même, pour f négative et strictement négative. 

Soit f : 1 — R, I un intervalle de R ; on dit que f est (une fonction) 
croissante (resp. décroissante) si x < y dans 1 entraîne que f(r) < f(y) 
(f(x) > f(y)) ; f s'appelle strictement croissante (resp. strictement dé- 
croissante) si x < y dans Î entraîne que f(x) < f(y) (f(x) > f(y)). 

Quelquefois (mais rarement) on a utilisé les symboles 23 (il existe), Y 
(pour tout) et l’abréviation t.q. (tel que). 


7 Notations spécifiques 


B(a;r)={z:eC:|:2-al un Mec 2 CE te) 
Ba ne EC hear) 
H(A) l’ensemble des fonctions holomorphes dans une partie ouverte À de C 


(8 1.5.1). 


C(X) l’ensemble des fonctions (réelles ou complexes) continues dans X (X 
étant en général une partie de ©). 


[y] l’ensemble tracé par un chemin continu 7 dans € (8 3.3.2(v)). 


CHAPITRE | 


Plan complexe et holomorphie 


1.1 INTRODUCTION 


Nous supposons connus les maniements algébriques simples des nombres 
complexes considérés comme des expressions de type x +1, x, y € R, aveciun 
symbole tel que i? = —1. Nous donnons néanmoins une définition formelle qui 
identifie C avec R? ; les propriétés topologiques de € sont déduites de celles de 
R?. Ainsi, la notion de continuité des fonctions définies dans € ou ayant leurs 
valeurs dans € est une simple traduction de la notion correspondante générale 
de la continuité des fonctions du type RV — R". Nous introduisons aussi la 
notion centrale de la théorie, celle de la C-dérivabilité ; c’est cette notion qui 
différentie la théorie des fonctions complexes de celle des fonctions du type 
R\ — RM. 

Les propriétés élémentaires des fonctions continues du type RV — RM, 
comme elles sont présentées dans les cours introductifs de première année, sont 
supposées être connues ; elles sont néanmoins brièvement rappelées dans ce 
chapitre. On trouvera leurs démonstrations dans le volume 1 (chap. 1). 


1.2 LES NOMBRES COMPLEXES C 


1.2.1 Définition 
L'ensemble R? muni des opérations +, -+ définies par 
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) 
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) 
s'appelle €. Notons que 
(a,b) = (a,0) + (0,1): (b,0) 
(0,1) -(0,1) = (—1,0) 
(@ D)ENE 0) = ab, 0) 


ainsi, en écrivant à pour (0,1) et en confondant a avec (a,0), on peut écrire 
chaque élément de € simplement comme a + 1b avec 32 = —]. Il est évident 


que € est un espace vectoriel réel de dimension 2, {1,1} étant une base. Il n’est 
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pas très difficile de vérifier que € est un corps commutatif contenant R comme 
un sOus-Corps ; notons que si a + tb 0 (ce qui veut dire qu’au moins un des 
nombres réels a, b est non nul) alors 


1 _ a ; b 
a+ib a+ a2+b2 


Les éléments de € s’appellent les nombres complexes ; un élément de € est 
de la forme a +1b, a, b € R. Dorénavant, le produit de deux nombres complexes 
(a + ib) - (c + id) sera, en général, indiqué par la simple juxtaposition ; ainsi, 


(a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc). 


L'espace R? vu comme € sera aussi appelé le plan complexe ; les deux ex- 
pressions, l’ensemble des nombres complexes et le plan complexe, ont ainsi le 
même sens. 


1.2.2 Notations et formules de base 
Siz = x +17, x, y réels, est un élément (nombre) de C, on pose 
LR, Im 


x s'appelle la partie réelle de z et y la partie imaginaire de z ; l'élément 
z = x — iy s'appelle le conjugué complexe de z. Notons que, pour z2 € C, 


il 1 
Rez=5(2+27), 
Le nombre positif (éventuellement nul) 


la = (27) 7 2 Var + y 


s’appelle le module ou la valeur absolue de z = x +iy (x, y € R) ; siy=0 
on dit que z est réel ou que z € R; si x = 0 on dit que z est purement 
imaginaire où que z € ?kR. 

Soient z, ( deux nombres complexes avec 


Di ll ti 


où t,y,a@a, BER; on a les formules suivantes : 


22 No (f)=£sc#0 
Eeb=, = 640 


[Rezl <]2/, [Im < [2]; 


Les nombres complexes € bi 


si Ç 4 0, 
de pe 
CF a+# "arm 


1 . 
UE {(ar + By) + i(—Bx + ay)}. 


Inégalité du triangle : 
12 +6 < 121 +16 


avec égalité si et seulement si z =0ou6=0ou(£0etz=c,c>0. 
L'interprétation géométrique de z + Ç dans R? rend cette inégalité évi- 
dente. Une preuve analytique est donnée comme suit : 


L2+ cl = (2+07+0=27+2C+0 +0 
= }2|? +2Re(zc) + cl? < [212 + 212111 + [C2 = (12 + 1)” 


z+< 


Fig. 1.1 


On a légalité ci-dessus si et seulement si Re(zC) = [2] 161, c'est-à-dire si 
zC est réel et > 0 : si z et Ç sont non nuls et c = zC/|C|?, z< réel et > 0, alors 


Ci. 
Par récurrence on à 
tee AI 7) 


pour z; EC, 1<3j<n;siz # 0, on aura l'égalité ci-dessus si et seulement si 


ES 


Zj = Cj21, À = 2, nn les c; étant > 0. La preuve de cette dernière affirmation 
se fait rie par récurrence. 
Par C* on note l’ensemble € \ {0}. 


1.2.3 Représentation polaire 


Soit z = x + iy, x, y réels, z £ O0. Si z = ||, on sait de la trigonométrie 
élémentaire qu'il existe 0 € R tel que 


1 CO DU in. 
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Donc z = r(cos 0 + isin 0) ; on l’appelle représentation polaire de 2. Rap- 
pelons que 8 n’est déterminé qu’à un multiple de 27 près ; la valeur de 8 qui se 
trouve dans l'intervalle | 7 , x] s'appelle la valeur principale de l'argument 
(ou l'amplitude) de z ; nous la noterons par arg 2. Ainsi, sit € R*, 


argt=0sit>0, argt=msit<0 
arg(it) = : sit>0, arglit) = = sit<0 
arg(t+it)= 7 sit>0, age + it) = D si & < 0. 
On dit aussi que toutes les déterminations de l'argument de z sont données 


par 0+2nr, n € Z, où 0 est argz (ou une autre détermination quelconque telle 
que z = r(cosÜ +isinO)). 


Fig. 1.2 


Siz=x+iy, x > 0 (x, y réels), alors une expression commode pour arg z 
est donnée par 


arg?z = arctg 2 ; 
à 
cette formule reste valable pour x = 0, y £ 0, avec la convention : 


: 2 siy>0 
arctg (®) — F 
15 SL EI 


convention naturelle si l’on pense que arctgt tend vers r/2 ou —7/2 selon que t 
tend vers œ ou —co. Il faut comprendre que ni la fonction donnée par arctgy/x 
ni aucune autre fonction continue de (x, y) ne peut représenter arg(x+1y) pour 
tout z = x+1y dans C* = C\ {0}. En fait, on voit sans peine géométriquement 
que la fonction z ++ argz, z € C*, est discontinue aux points z réels et < 0 car 
la fonction fait un saut de 27 (passant par x à —7 ou vice versa) lorsque l’on 
traverse l’axe réel négatif. Une autre formule pour arg z valable pour z € C\R- 
où R_ = {x : x < 0} est donnée dans l’exercice 13 (8 1.2.7). 
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Ci-dessus, nous avons invoqué la trigonométrie élémentaire pour définir 
arg z et la notion de l’argument. Malgré le fait que cette trigonométrie élémen- 
taire est bien connue déjà dès l’école secondaire, son développement mathé- 
matique rigoureux pose quelques problèmes non triviaux. Il s’agit surtout du 
problème de la mesure d’un angle dans un plan. L'étude de la fonction complexe 
exponentielle (z + expz, z € C) nous permettra dans la suite de développer 
toutes les formules trigonométriques associées à la mesure d’un angle planaire, 
rigoureusement et d’une manière purement analytique (8 2.5.11). En attendant, 
nous procéderons avec les considérations géométriques utilisées ci-dessus. 

Soient z1, z2 deux nombres complexes non nuls ayant les représentations 
polaires 

zj =T;(cos0; +isind;), j—=1,2; 


ici, 01 et 0 ne sont pas nécessairement les valeurs principales des arguments 
concernés ; alors 


ir r1r2{ (cos Ê1 cos 0 — sin O1 sin 02) } + i{(sin 1 cos 0» + sin 02 cos 6:)} 


= rir2{cos(61 + 02) + à sin(01 + 02) } 


d’après les formules trigonométriques bien connues concernant cos(#1 + 82) et 
sin(#1 + 02). En fait, ces formules sont équivalentes à l’énoncé analytique sui- 
vant contenu dans le calcul précédent : si 01, 02 sont des déterminations des 
arguments de 21, z2 respectivement alors 01 +02 est une détermination de l’ar- 
gument de z1z2. Cet énoncé peut être interprété géométriquement comme suit : 
la multiplication de z2 par z1 correspond à une rotation de l’angle 01 autour 
de 0 suivie par une homothétie de rapport r1 (autrement dit, une similitude 
linéaire directe) effectuée sur le point correspondant à 22. La commutativité 
de la multiplication des nombres complexes correspondent au fait géométrique 
suivant : le groupe des similitudes linéaires directes de R? est commutatif. 

Il est clair que la formule précédente pour la multiplication 2122 se géné- 
ralise immédiatement, par récurrence, à une formule pour la multiplication de 
n nombres complexes 21, ..., 2n non nuls ; si 


2j = T;(cosû; +isind;), j=1,...,n, 
alors 
z1°<-2n = (r1---Tn){cos(01 +: +: + On) + 1 sin(1 ++. + 0n)}. 
Un cas particulier important de cette formule est celui où z1 =... = 2n = 2 ;si 
z = r(cos0 +isin6) 


etneN,ona 
2% = r"(cosnô + i sin n6) 
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(le cas n = 0 étant simplement équivalent à la formule 20 = 1) ; cette formule 
s'appelle souvent la formule de de Moivre-Euler. Elle est très commode pour 
la résolution d’une équation du type 


te 
où 6 Z0et n € N°. En effet, en écrivant 
G = r(cos 0 +isin 0) 


on voit que 


0+2k 0 +2k 
ge = 71/7 Jos LEE + soin LE), RU nl 


nn 


sont n solutions distinctes de l'équation 2% = Ç; pour voir que les nombres 
20, -.., 2n—1 Sont distincts, il faut utiliser le fait trigonométrique suivant : si 


sin01 =sin®, cosô, = cos (01,0 ER) 


alors (42-01) = 2mx pour un m € Z. Aïnsi, si k1, ko sont deux entiers distincts 
de {0, Pere ne on aura forcément #4, # 2x, Car, dans le cas contraire, 
2r(k2 — k1)/n serait un multiple non nul 2mr de 27, ce qui est impossible car 


27(k2 — ki) 


nm 


EE Dre 


ee 2 toi) 


nm 


Pour s’apercevoir que 20, ..., 2-1 épuisent toutes les solutions de 27 = €, 
il faut se rappeler qu’une équation polynomiale de degré n € N* a au plus n 
solutions. En effet, soit 


P(2) = ag+az+-:+anz" 


où 40, ..., an sont dans € avec an #£ 0; une formule d’algèbre élémentaire 
(appelée l'algorithme euclidien) dit que pour tout be Cona 


P()= (DOG) R 


où Q est un polynôme de degré n — 1 et R € C; Q(z) est le quotient de la 
division de P(2) par z — b ayant le reste R. On en déduit que P(0) = 0 si et 
seulement si À = 0 et alors 


P(2) = (2-b)Q(:) 


avec degré de Q égal à n — 1 ; l'affirmation donnée en résulte par récurrence. 
Le raisonnement donné ci-dessus est en fait valable pour les équations 
polynomiales ayant leurs coefficients dans un corps quelconque. Pour le corps 
C, on a un résultat plus précis : toute équation polynomiale de degré n € N* 
dans € possède au moins une solution. On démontrera ce résultat dans la suite. 
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En admettant ce résultat pour l'instant, il est facile d'établir le théorème 
fondamental de l'algèbre dans C : si P est un polynôme de degré n € N° à 
coefficients dans € alors 


BCE en ee 


où € € C*, z1,..., 2x sont k nombres distincts de € et n1,..., ny sont k 
entiers de NN tels que OR RC 2, ni ng Sont 
uniquement déterminés par P et 


A a 0) 


avec c égal au coefficient de 2" dans P(2). 


La démonstration peut être faite par récurrence ; pour n = 1, le théorème 
est immédiat ; pour n > l,on a 


P(2) = (2-00 (2) 


avec degré de Q égal à n — 1 pour un be € tel que P(b) = 0. + 


1.2.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz 


Sia; etb;, j =1,...,n, sont des nombres complexes alors 


nm : n 2 n 
Del ur) 
1 = J 


le,|° 
= 1 


1 


7 = 


avec égalité si et seulement si les a; sont nuls ou si les b; sont nuls ou si 
a; = ab;, j =1,...,n, pour un a € C*. 


Une démonstration directe de cette inégalité s'obtient à partir de l’iden- 
tité de Lagrange : 


- 2 2 - 2 Fa T 12 
Dati) => el) [> | 22 lake -atif. 
a j=1 j=1 1Sÿ<k£n 
Cette identité se déduit en simplifiant l’expression suivante : 
À 
n Lo LL » : 
Dr — D_ ab; ù se) = D a;b;abx . 
=i = = 1<3,k<n 


Le cas de l'égalité se déduit aussi de l'identité de Lagrange. 
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Une démonstration plus conceptuelle se base sur l’observation suivante : 
la formule 


n 
(a b)— DR ab; 
j=1 


où a = (a],..., an), b = (b1,..., bn), définit un produit scalaire (une forme 
hermitienne strictement positive) dans l’espace vectoriel complexe C7 ; alors 
d’après un résultat de l’algèbre linéaire on à 


|(a,b)[? < (a, a) - (b,b) 


avec égalité exactement dans les cas a = 0, ou b = 0, ou a = ab, à € C* si 
a # 0, b # 0. Remplaçant le vecteur b par (b1,..., bn), on obtient l'énoncé 
donné (Ex. 21, 8 1.2.7). 

On peut aussi obtenir l'inégalité donnée en partant de la même inégalité 
admise comme valable pour les nombres réels : 


2 


Dajbi) < | D le] <> [la > Ib". 
= fæi j=i = 


1.2.5 Quelques remarques géométriques 


On sait que beaucoup de problèmes de la géométrie euclidienne plane 
peuvent être résolus algébriquement par une mise en équation appropriée uti- 
lisant les coordonnées cartésiennes x, y de R?. Etant donné que C est R? muni 
d’une opératicn supplémentaire, celle de la multiplication, il n’est pas surpre- 
nant que les nombres complexes permettent un traitement efficace de plusieurs 
problèmes de la géométrie, surtout ceux concernant les droites et les cercles. 
Dans ce paragraphe nous indiquons quelques formules simples dans ce contexte 
qui nous serons utiles dans la suite. 


Soient 21, z2 deux nombres distincts de € ; l'expression 
z(t)=(1-t}za +tz, tER 
= 21 +t(22 — 2) 
décrit la droite passant par les points 21, 22 du plan complexe € ; aussi 
POP SN 


où [21,22] est le segment fermé (linéaire) dont le début est 21 et la fin 
est 22 ; de même, on peut décrire analytiquement les segments ouverts (ou 
semi-ouverts) ]21,22[([21, 22[,]21, 22]). 

Soient 21, 22, z3 trois nombres distincts de € ; un rapport défini par ces 
trois nombres est 
21 — 23 


Fe 1e 
22 —23 
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De ce qui précède, on voit que z1, 22, z3 sont colinéaires (c'est-à-dire sont sur 
une même droite) si et seulement si 


[21, 22, 3] ER. 


Notons que ce critère est indépendant de l’ordre d'écriture des 21, 20, 21 cn 
effet, si p = | 21, 22, 23], alors les six permutations de 21, 22, z3 donnent les six 


nombres . : : 
P — 
P ; = ; 1l Lu P; CT el Ter = 
P POS 21 P 
(Ex. 15, $ 1.2.7) de sorte que le rapport est réel pour tout ordre d'écriture des 
21, 22, 23 Si [21, 22, 23] est réel, ce qui est évident du point de vue du critère 
géométrique de colinéarité associé. 
On sait que l’équation cartésienne d’une droite quelconque dans R? est 
donnée par 
CURE EN |) 


où a,b,cER, a? +b? > 0; en écrivant x = (2+ Z3)/2, y = (z — z)/2i, on 
obtient la forme complexe pour l’équation générale d’une droite dans C : 


Bz+82+y=0 


Où Pa FibEC y — 2c. 
Le cercle de centre a € Cet rayon r > O est donné par l'équation complexe 


PIE 


cette équation peut être écrite différemment : 


(z—a)(Z3—G) = r? 
c’est-à-dire 
22 — üz — a2+|al? —r? =0. (CR) 


On voit donc que l’équation 
azz + Pz + F2 +7y=0 (152) 


avec a, 7ER, BEC, |8/? > ay, représente une droite générale si & = 0 
et un cercle général si & Æ 0. En effet, si & = 0, on doit avoir 8 Æ£ 0 et on 
obtient l'équation complexe d’une droite ; si & # 0 mais si |9[? > ay, on aura 
un cercle de centre a = —f/a et de rayon r = (|8|? — ay) !/2/lal, ce qui se voit 
en comparant (1.1) et (1.2). 

À titre d'exemple illustratif de l'efficacité des nombres complexes dans 
la résolution des problèmes géométriques dans un plan, établissons d’abord 
l’inégalité suivante : st 2j, 29, z2, 24 sont quatre nombres distincts dans € 
alors 

[21 — 23] |22 — 24] < 21 — 221 |23 — 24] + [21 — 24] |22 — 23]. (13) 
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En effet, on vérifie sans peine l'identité algébrique suivante : 
(z1 — 23)(22 — 24) = (21 — 22)(23 — 24) + (z1 — 24)(22 — 23) ; (1.4) 


(1.3) est une conséquence immédiate de cette identité (1.4) et l'inégalité du 
triangle. 

L'inégalité (1.3) exprime une propriété concernant les six distances déter- 
minées par quatre points distincts dans un plan euclidien. Les cas de l'égalité 
dans (1.3) sont intéressants ; il y a égalité dans (1.3) si et seulement si 2, 22, 
23, za (dans cet ordre) sont cocycliques (c’est-à-dire s'ils sont sur un même 
cercle) ou colinéaires. Le fait qu’un quadrilatère inscrit dans un cercle (ici, le 
quadrilatère dont les sommets sont z1, 22, z3, 24) satisfait le cas de l’égalité 
dans (1.3) s'appelle le théorème de Ptolémée (11° siècle de notre ère), la réci- 
proque étant (apparemment) plus récente (xIX* siècle). Nous donnons ici une 
discussion partielle, sans entrer dans la clarification analytique de la notion de 
l’ordre de la présentation des points 21, 22, 23, 24 indiqué géométriquement 
dans la figure 1.3. Posons 


DO 


23 


Z4 
RE RS 
1 22 3 24 
21 
Fig. 1.3 


on à vu que a = b+c;il y à égalité dans (1.3) si et seulement si |a| = |b| + {cl 
ce qui équivaut à avoir 
Ib+ cl = lb] + lc] ; 


d’après la condition d'égalité dans l’inégalité du triangle, la condition b/c > 0 
est la condition exacte pour qu'il y ait égalité dans (1.3). Mais b/c > 0 équivaut 
à la condition 

È > À: 

o 


on note que 
Dhs 2 Er 
D | 
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est une quantité que l’on nomme le birapport des nombres 21, 29, 23 et z4 noté 
(21, 22, z3, 24]. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour avoir l'égalité 
dans (1.3) est que 


(Zi 73)(22 = 24) 


0 
CRIS 


p = PT 29, 23, 24 | = 
Exactement comme pour le rapport [z1, 2, 3], le birapport [ 21, 29, 23, z4] 
de quatre points distincts 21, 22, 23, 24 varie avec la permutation de ces quatre 
points et on obtient les six valeurs 
1 1 p =] 
P; es 1e P; FT LD mn «fi Ê 5e 
P Sp El P 
à partir des 24 permutations de 21, z9, 23, z4 (Ex. 16, 8 1.2.7). Ainsi, la condition 
p > 1 équivaut à la condition que le birapport des points 21, 29, z3, z4 est réel, 
une condition indépendante de l’ordre d’écriture de ces points. Dans la suite, 
lorsque nous étudierons les transformations homographiques 


az + b 
cz+d” 


fG) = 


en détail, nous démontrerons que le birapport p est réel si et seulement si les 
points 21, 22, 23, z4 sont cocycliques ou colinéaires. Ceci complétera la preuve 
de notre affirmation concernant le théorème de Ptolémée. 


ad—bc£0, 


Soulignons encore que pour la validité de légalité dans (1.3), les points 
Z1, 22, 23, 24 doivent être disposés dans l’ordre indiqué par la figure 1.3. 


1.2.6 Remarques 


Les nombres complexes peuvent être caractérisés axiomatiquement de 
plusieurs façons différentes. Nous en énumérons quelques-unes sans entrer dans 
les détails. 

C est le corps commutatif R[t]/(t? + 1); ici R[t| est l'anneau des po- 
lynômes à coefficients réels à un indéterminé t et R{f]/(t? + 1) est l’anneau 
quotient modulo idéal engendré par le polynôme t? +1, ce qui veut dire que 
l’on «simplifie » tous les calculs dans R[{] en posant t? +1 = 0. C’est un cas par- 
ticulier d’un procédé général qui consiste à former le corps quotient K[t]/P(t) 
où P(t) est un polynôme, à coefficient dans les corps K, irréductible dans K. 

€ est un corps commutatif qui est une extension algébrique non triviale 
du corps R ; ceci veut dire que CR, C£Ret si a € C alors a satisfait une 
équation du type 

bp + bia +. + bna” = 0 


où les b; sont dans R. Plus généralement, € est l’unique R-algèbre de dimension 
finie qui est commutative, associative, avec unité et sans diviseurs de zéro et 
telle que € Z R ; rappeloñs qu’une R-algèbre de dimension finie est un espace 
vectoriel réel de dimension finie où il y a une multiplication distributive par 
rapport à l’addition. 
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Il y a des caractérisations de € encore plus surprenantes où même la 
propriété d’associativité peut être éliminée. Une description claire et élémen- 
taire de ces résultats peut être trouvée dans les différents chapitres de [38] ; un 
chapitre de Remmert dans [38] donne une description succincte de l’histoire de 
l'introduction des nombres complexes dans les mathématiques. Ces nombres 
sont utilisés pour la première fois par certains mathématiciens du XVI siècle 
notamment par Cardano et Bombelli ; Euler (xvi11* siècle) s’en sert magistra- 
lement ; avec les travaux d’Argand, Wessel et surtout de Gauss, les nombres 
complexes entrent de plain-pied dans les mathématiques et physique du xIX° 
siècle. C’est son développement dans les travaux de Cauchy et de Riemann (et 
de nombreux autres) du xIX° siècle qui est le sujet de notre livre. 

Une autre description explicite des nombres complexes est obtenue par 
l’observation suivante : soit 


s={[i ose 4-1)u{( 1) 
(Des 


alors uw est un isomorphisme entre M et € dans le sens suivant : w est une 
bijection entre M et C telle que, pour é,n € M, 


u(é+n)=u(é) +u(n), u(ên) = u(é)u(n) 


où Ë +7 et Ën représentent la somme et le produit des matrices £, 7 de M. Aïnsi, 
on peut définir le corps complexe comme étant l’ensemble des matrices de M 
muni de l’addition et de la multiplication matricielle usuelle ; cette définition 
correspond à l’explication géométrique déjà donnée pour la multiplication de 
deux nombres complexes. En effet, chaque matrice de M correspond exactement 
à une similitude linéaire directe de R?. 


posons 


Le théorème de Ptolémée se généralise à RV (et même aux espaces vecto- 
riels quelconques munis d’un produit scalaire) ; une présentation complète con- 
tenant une sélection très riche de la géométrie classique vue du point de vue 
moderne est contenue dans Géométrie (tomes 1 et 2 de Marcel Berger, Nathan, 
1990). Voir aussi Géométrie pour l’élève-professeur de Jean Frenkel (Hermann, 
1977) où le rôle du birapport dans la géométrie projective est présenté de ma- 
nière moderne ; dans notre cas, il s’agit de la « droite projective complexe », ce 
qui est essentiellement € (en ignorant, pour l'instant, la question de l’adjonction 
d’un point oo à C). 

Les applications des nombres complexes en géométrie sont innombrables 
et profondes. Le livre de R. Deaux /ntroduction to the geometry of complex 
numbers (Frederick Ungar, New York, 1956) contient beaucoup de sujets de géo- 
métrie élémentaire ; Geometry of complex numbers de H. Schwerdtfeger (Univ. 
of Toronto Press, 1962) donne une introduction à la géométrie non euclidienne 
plane en utilisant systématiquement les transformations homographiques com- 
plexes. 
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1.2.7 Exercices 
Mettre sous la forme x + iy, x, y réels, les expressions suivantes : 
 2+i 

re : 

(ii) (SE sise 21) 
1-2 

(iü) (—1/2+:V3/2)" ; 
(iv), ne N; 
(v) (1+:)"+(1-i)",neN. 


Résoudre les équations suivantes : 


Mets 
LU 2° = 5 : 
(ii) 22 = —8 + 6:; 
(iv) 22 + V32iz — 6i = 0. 


Décrire les sous-ensembles des z € € déterminés par les conditions sui- 
vantes : 


G)lz+i<1; 
es 
Qi) [z—1| > [2-2]; 

(iv) Im(az)=b(ae C*,beR); 
(v) [22 — 1] < 1. 


) 


Démontrer que LE € > |lzl — (Il, EC 


Soient a, b € C tels que a + b, ab sont réels ; démontrer que ou bien a, 
be R, ou bien b = a. 


[6] Soit f(z) = (z— a)/(1 — &äz) où 0 < |a| < 1; vérifier que |f(2)| = si 
PA te | f(z)| — 1e | f(z)] SMART 


Soient a, b, c trois points de € ; démontrer que a, b, c sont colinéaires si 
et seulement s’il existe «, B, y réels tels que a + B+7=0, (a,5,7) £ (0,0,0) 
avec aa + Bb + yc = 0. 


Vérifier que l’ensemble 


IE 
E=frisnctp(i té) sen} 


où ce C, p > Oest un cercle de centre cet de rayon p > 0 moins le point c—p. 
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[9] Soient a, b, c, d € € avec a £ b, c # d; soient {45 la droite déterminée 
par a, bet £,.4 celle déterminée par c, d. Démontrer que £4 est perpendiculaire 


à Lea Si et seulement si 
a—b T 
re. 
a (=) Da 


de plus, {49 est parallèle à £,4 si et seulement si 


Démontrer que l'équation d’un cercle passant par les trois points a, b, 
c non colinéaires est donnée par 


Bu > Ai 
ji Gui 
det = = 0. 
ele” 
RENE 


Soient a, b, c, d € € tels que ad — bc = 0; démontrer que f(z) = 
(az + b)}/(cz + d) donne une fonction constante lorsqu'elle est bien définie. 


Démontrer que f(z) = 2? + 2z + 3 définit une fonction injective dans 
(eee 


Soit z = r+iy, x, y réels ; vérifier que 


9 = axez = Zarctg | - ) 
T T 


où r = \/x? +y? et z € R_ = ]-0c, 0] en raisonnant comme suit 
0 sin 
tg _ — nues —_ __ 
Dre Cr rer 


Vérifier que 


arctg ? Sr 0 
œ 
0 = mr + arctg ? SIA 10 
D 


? 
= + arctg Ÿ SIT OU 
œ 
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Soient 21 = —1+i, 29 = i ; vérifier que 

ATG 2129 = ArS 21 + arg 29 — 27. 
Vérifier plus généralement que 

arg 2129 = Arg 21 + arg 29 + 270 
pour z1, 22 E C* où 6 est égal à 0 ou +2r. 


Soient z1, 22, z3 trois nombres distincts de C ; posons 


21 — Z 
le 
22 — Z3 
vérifier que 
be men Po ae a 
1, 22, 23] — P ; 3) A 2; Dés 
Lu, al= 2, | ]=— 
& = — 23, 21, 2] = ——. 
2: 23; 21 p ; 3 <l, 22 = 


Soient Z1, 22, 23, z4 quatre nombres distincts de C ; posons 


Cet) 


p= [2,22 23, 24] = (22 = 23)(1 — 24) 


On vérifie que 


Pre ere le 2 4 2120223 2 127 
il 
Free res 2-2 4, 2 1 : 
En 0e eh le 2 117 
PRO LE 21212 22 41 er 
p—]l 
RE 24, 22; 23 | = [ 24, 21, 73; 2] = [ 22, 23, Z1, za | — ls 29, Z4, 21 = us: 
p 
É2% Z4, 23, 22 | — [z4, 21; 22; 23] = 237 22, Z1, za | = [ 22, Z3;, 24; 2 | — Fer . 


Nous ne donnons pas une explication des résultats des exercices 15 et 16 
basée sur la théorie des groupes ; voir la page 253 de Frenkel déjà cité (8 1.2.6) 
pour une partie de l’explication. 


Soit P(z) un polynôme en z à coefficients réels ; démontrer que P(a) = 0 
si et seulement si P(a) = 0. 
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Vérifier que pour ze C\{1} et n € N°, 
nl — À 
d+z+i.. +2 = ———— 
z—] 
En conclure que situ PH 27000 
1+w+...+wtTl 20. 
Soit w une racine primitive n-ième de l’unité (c’est-à-dire w"* = 1 mais 
wË 1 pour k =1,...,n— 1); voir que w = cos(2r/n) +isin(2r/n) est une 
racine primitive n-ième de l’unité. Vérifier que 


dtzte pl = (> w)(z —w?)..-(2 uw 


Démontrer que 
Ala|? + Baë + Bag + C|8[? > 0 
pour tout choix de a, B € € si et seulement si 


EUR Ur 


Utiliser l'exercice 20 et le fait que D 5 [aax +8bx| > Üpoura, Dec 
pour établir l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


n 
> axbk 
kil 


nm nm 


2 
< D[laxl* D bkl". 
k k 
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1.3.1 Préliminaires 


On a vu que C, en tant qu’ensemble, s’identifie avec R?° ; la topologie de 
€ sera celle obtenue à partir de cette identification. On suppose que les notions 
topologiques élémentaires dans R? sont connues ; la présentation donnée au 
chapitre 1 du volume 1 est largement suffisante pour le reste du présent livre. 
Néanmoins, nous rappelons un certain nombre de notions de base pour fixer 
les notations. 


1.3.2 Ensembles ouverts 
Soit a EC, r > 0 ; l’ensemble 


B(a;r)={zeC:|2-al<r} 
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s'appelle le disque ouvert de centre a et de rayon r > 0. Une partie À de € 
s'appelle ouverte si pour tout point a € À, il existe un disque ouvert B(a;r) 
contenu dans À ; par définition, l’ensemble vide est ouvert ; l’espace entier C est 
ouvert ; une réunion quelconque et une intersection finie des parties ouvertes 
est ouverte. 

Puisque |z — a| est exactement la distance euclidienne dans R? entre les 


points correspondants à z et à a de R?, les parties ouvertes de € sont celles de 
R?. 


1.3.3 Définitions 


Une partie À de C s’appelle fermée si A° est ouverte. 

Soit À une partie quelconque de C ; on dit que a est un point intérieur 
de À si B(a;r) € À pour un r > 0; l’ensemble formé des points intérieurs de 
À s'appelle l’intérieur de À et il est noté À. On montre que À est ouvert et 
que À € À ; À = À si et seulement si À est ouvert. 

Un point a s'appelle adhérent à À si, pour tout r > 0, B(a;r) N À est 
non vide ; l’ensemble formé des points adhérents à À s'appelle adhérence (ou 
la fermeture) de À et il est noté À. On montre que À est fermé et que À 3 À; 
À = Asiet seulement si À est fermé. 

Un point a s'appelle un point frontière de À si a adhère à la fois à À 
et à À° ; donc 


Ben) LAURE (Le) 42-210 


pour tout r > 0, si a est un point frontière de À. L'ensemble formé des points 
frontières de À s’appelle la frontière de À et il est noté Fr À. On montre que 
Fr À est toujours fermé et que 


FrA=FrAf, FrA=ANA© 
ANA°CFrA, A=AUFrA=AUFrA. 


Notons les relations suivantes valables pour une partie À quelconque 
de €: 
AcACAÀ ; 


À, Fr À, (Ai sont trois ensembles, deux à deux disjoints, dont la réunion est 
l’espace entier C. 

L'ensemble (A°)° sera noté ext À (extérieur de À) ; les points de ext À 
sont les points extérieurs de À ; a € ext À équivaut à avoir un r > 0 tel que 
B(a;r) est contenu dans A‘. 

Un voisinage ouvért d’un point a € C est un ensemble ouvert V con- 
tenant a ; un voisinage ouvert d’une partie À C € est un ensemble ouvert V 
contenant À. 
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Notons que 


Pan rec 0e) 
HÉGre race 


B(a;r) s'appelle le disque fermé centré en a de rayon r > 0; FrB(a;r) 
s'appelle le cercle de centre a et de rayon r > 0. 


1.3.4 Limite, continuité 


Une application f : X — C s’appelle une fonction complexe défi- 
nie dans l’ensemble X ; généralement, X sera lui-même une partie de C. Une 
fonction complexe f : X — € est formée d’un couple de fonctions réelles u, 
v:X — Roù 

he), ou Im: 


ainsi, f(z) = u(z)+iv(z), z € X. Lorsque X C KR, f sera une fonction complexe 
d’une variable réelle dans X ; si X = N, on dit généralement que f ou plutôt 
{fn }neN est une suite complexe ; ainsi, une suite complexe { fn} est formée 


de deux suites réelles tue Va) où 


La continuité de la fonction f : X — € ou la limite de la suite {fn} neN sera 
définie en termes des fonctions ou suites réelles associées. Plus précisément, soit 
{an} neN une suite complexe (on dit aussi : suite dans € ou simplement suite 
si aucune confusion n’est possible) avec an = un + Un, Un, Un ER, RnEN;on 
dit que an — a lorsque n — © si un — Rea, un — Im a lorsque n — co ; il 
est clair que ceci équivaut à avoir [an — a| — 0 lorsque n — © ; on écrit aussi 
an — à (n — ) ou encore 

lan & =&@ 

Nn—+O00 
et on dit que la suite {an } converge vers a. De cette définition, on voit que la 
convergence de {ar} équivaut à la convergence des deux suites réelles {un}, 
{un} où la convergence de la suite {(un,vn)} dans R?. Ainsi, les théorèmes 
usuels sur la convergence des suites réelles se généralisent immédiatement au 
cas des suites complexes ; notons parmi ceux-ci le théorème qui affirme que 
toute suîte de Cauchy est convergente et toute suîte convergente est une suîte 
de Cauchy ; ceci veut dire qu’une suite complexe {an } est convergente si et 
seulement si [am — an! — 0 lorsque m, n — co, c’est-à-dire que pour tout € > 0 
il existe un entier N tel que 


lan mia ee tr nm "Ne 


Notons que si a, — a et an — b lorsque n — © alors a = b; par contre, il 
est clair qu’une suite {an } n’est pas nécessairement convergente en général. 
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Sans entrer dans les détails, nous laissons au lecteur le soin de formuler les 
définitions pour : 

(i) Jim Gao 

(OP a 

ere 0) 
lorsque an est défini pour n > no € Z dans le cas (i) et an est défini pour 
n < no € Z dans le cas (ii). Il faut aussi insister sur le fait que les limites dans 
ces deux cas ne dépendent pas des valeurs des an pour |n| petit. 

Soit À une partie de € ; on dit que a est un point d’accumulation de X 
si pour tout € > 0, B(a,€) contient un point de X différent de a ; on démontre 
facilement qu’alors, B(a;e) contient une infinité de points de X ; en prenant 
un 0, CPla lNtellque a a RC  évcone 
quelconque), on voit que a est un point d’accumulation de X si et seulement 
SUN rISte nent Lan) dans X telle que n R an est injective et an — à 
lorsque n — ©. Un point a € X s’appelle un point 1solé de X s’il existe un 
€ > 0 tel que B(a;e)NX = {a}. On démontre aisément que si a € X alors a est 
un point d’accumulation de X si et seulement si a n’est pas un point isolé de X. 
De plus, un point a dans X° est un point d’accumulation de X si et seulement 
si a € X. Dans ce contexte, on a la caractérisation suivante de X : un point a 
est dans X si et seulement si a € X ou si a est un point d'accumulation de X. 

Soit f : X — C où X est une partie de € ; si a est un point d’accumulation 
de À on dit que 

Jim f() =b 

zEX 
ou que f(z) — b lorsque z — a dans X si pour tout € > 0 il existe un 6 > 0 
avec la propriété 


[f(2)—bl <e HD bo ex 


On démontre immédiatement que lim: f(z) = b si et seulement si f(an) — b, 
n — co, pour toute suite {an} dans X telle que an — à, n — © ; aussi, la 
limite b est unique (si elle existe). Notons que, même si a € X, ni la valeur de 
b ni son existence ne dépend de la valeur de f(a). D’autre part, sia € X et a 
est un point isolé de X, alors il est utile de poser 


lim f(2) = f(a) 
zEX 
même si cette relation ne dit rien sur le comportement de f. 
Si a € X on dit que f est continue au point a si 


lim f(2) = f(a) ; 


2 
zEX 


si f:X — Cest continue en tout point a € X, on dit que f est continue (ou 
continue dans X) et on écrit f € C(X) ; ainsi, un élément de C(X) est une 
fonction complexe continue dans X. 
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Les propriétés des fonctions complexes continues (ou continues en un 
point donné) sont celles des fonctions vectorielles continues de deux variables 
réelles ; nous les admettrons dans la suite, quitte à les rappeler précisément 
lorsque nous en aurons besoin. 


Soit f : À — €, À C C; on dit que X est une partie non bornée si 


sup,e x [2] = © ; si XÀ est non bornée, on dit que f(z) — b lorsque |z] — œ 
dans X ou 
im (z)= 06 
1100 
2EX 


s1 pour tout € > O, il existe r > O tel que 
[f()-bl<e sill>r,zex; 
ceci équivaut à avoir f(2n) — b (nr — ©) pour toute suite {z1} dans X telle 
que |2n| — co, n — co. 
1.3.5 Exercices 


Etudier l’existence de la limite des suites suivantes (n € N si rien d’autre 
est spécifié) : 

LCR 

Gi) {+ "} ; 


Déterminer les z € € pour lesquels les suites suivantes convergent et 
donner les limites correspondantes lorsque n — oo (avec n € N*): 
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SOC Paie Pa, 26, 0, 0, DEC EU. 7; établir 
que si [2| > R > 1 alors 


M 
|P(2)| lo re (i _ ee) 
où 
LE | } 
M =max{|—|:0<j<n-1}; 
An 


conclure que [P(z)| — © lorsque |z| — co. 


Soit P un polynôme de degré m ; démontrer que 20) 20) — O(n — co) 
si |z| < 1 et |P(n)z] — © (n — co) si |z] > 1. (Pour la première partie voir 
que | P(n)| < Mn” pour une constante M > 0 appropriée ; pour la seconde 
utiliser l'exercice 3.) 


Soit one. une suite qui converge vers a ; démontrer que (1/n)(aj + 
+++ + an) — à lorsque n — co. (Il suffit de considérer le cas a = 0 ; si M = 
suPh [an], et € > 0, choisir No tel que [an] < e/2, n > No, et ensuite N1 tel que 
NM > Net NoM/n <e/2sin > MN ; alors, sin > M, 


1 NoM E 
AE Se Eu dc 
n n 2 


[6] Soit {an } enr une suite qui converge vers à ; Soit {Pn }nen une suite 
telle que pn > 0, n € N*, (p1 +: + Dn) — © (n — ©). Démontrer que 


j Pia +: +Pnûn 
I ————— = Q 
PROD Co Dr 


(l'exercice 5 est un cas particulier de l'exercice 6). 


Soit zn+1 = 2n+1/2n, n € N* avec 20 # 0. Vérifier par récurrence, que si 
Re 2 > 0, alors Re zn > 0 et si Re z < 0, alors Re zh < 0 pour n > 1 de sorte 
que {2} 50 est bien définie si 29 € iR. Démontrer que limn-60 2n n'existe 
pour aucun des choix de 29. (Si la limite À existait on aurait À = À + 1/À ce 
qui est impossible.) 


[9] Soit 


2n 


1e jl 
nn = (mt), HEIN 0. 


Vérifier que {2n}nen est bien définie si 20 & iR. Si 20 € 4R, limn_—c 2n n'existe 
pas même $i 12 est définie en raisonnant comme dans l'exercice 7. Vérifier 


que 


Zn — 1 20 — 1 2 
2 - (2 ) . n=1,2,..,20#+1: 
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si 20 = +1, 2n = +1, n > 1. En déduire que, si 20 Z #1, 


) lorsque n — co si Rezg > 0, 
2n +1 

il ï 
#7 — 0 lorsque n — 0 si Rezo < 0; 
Zn — 


conclure que 2n — 1 (n — co) si Re z5 > 0 et 2n — —1 (n — 00) si Re zg < 0. 


1.4 COMPACITÉ, CONNEXITÉ 


Dans cette section, nous introduisons brièvement les deux notions topolo- 


giques indiquées. Pour obtenir plus de détails et des démonstrations, on peut 
consulter le volume 1 (chap. 1). 


1.4.1 


Compacité 


Une partie À de € qui est fermée et bornée (c’est-à-dire sup{|z| : z € 


A} < co) s'appelle compacte. Les ensembles compacts possèdent plusieurs 
propriétés importantes qui nous seront utiles ; nous les énumérons ici sans 
démonstration. 


(i) Soit À une partie de € ; un recouvrement ouvert de À est une famille 


{Va}hoer d’ensembles ouverts telle que À € U,, Va; À est compact si 
et seulement si de tout recouvrement ouvert de À on peut extraire un 
recouvrement ouvert contenant un nombre fini d’ensembles. Autrement 
dit. 4e NV 1e Ve ouverts 1lexistens "10 Gels que 11e 
UD) 


(üi) Soit f : À — C une fonction continue définie dans une partie compacte 


À. Alors, si M = sup,c4|f(2)| < co, il existe £ € À tel que |f(6)| = UE 
il existe n € À tel que |f(n)| = inf,eA|f(2)|. Cet énoncé est un cas 
particulier de l'énoncé général suivant : si g : À — R est continue, À 
étant compact, alors g est une fonction bornée qui atteint ses bornes. 


(iü) Une fonction continue f définie dans une partie compacte À est unifor- 


mément continue ; ceci veut dire que pour tout € > 0 il existe un 6 > 0 
tel que 


|f(z1) = F(x2)] < € 


dès que |z1 — 22| < 6, z1, 22 € À. 
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(iv) Soit À C C ; À est compact si et seulement si toute suite {2n} dans À 
possède une sous-suite {2n; } convergente ; évidemment, lim; 2n; = À 
appartient à À. Cet énoncé est utilisé généralement sans référence à une 
partie À de € comme suit : (principe de Bolzano-Weierstrass) si 
{Zn}nen est une suite bornée dans € (c'est-à-dire il existe M > 0 tel 
que |2n| < M, n € N) alors il existe une sous-suite lu 
converge. 


Pour ACC, À £ Ÿ, on pose 
diamètre de À = sup{[z — w|: z € À, w € A} ; 


il est clair que À est borné si et seulement si le diamètre de A est fini. 


Soit F1 D F2 D ... une suite décroissante de parties fermées non vides 
dans € telle que F1 est bornée ; alors 


FT or 


n>1 


est non vide ; si les diamètres des Fn tendent vers zéro lorsque n — ©, on a 
Fi {z0} pour un 20 € C. 
Pour ACC, A £Ü,ze C, on pose 


dla A) in |z — a ; 
(42 


d(z, À) s'appelle la distance du point z à À. On voit que z € À si et seulement 
Se 10: 
Si À, B sont deux parties non vides de €, on pose 


d(A,B) =inf{la-bl:ae A,be B}; 


d(A, B) s'appelle la distance entre À et B (voir le volume 1 (sect. 1.9) pour 
quelques propriétés concernant ces distances). 


1.4.2 Connexité 


Soit À une partie de € ; si B € À on dit que B est ouvert dans A si 
B = V N À où V est une partie ouverte de € ; pour B € À, on dit que B est 
fermé dans À si B = FN À où F est une partie fermée de C. On dit que 
A est connexe si les seuls sous-ensembles de À qui sont à la fois ouverts et 
fermés dans À sont Ÿ et A. 

Un chemin dans À est une application continue + : [a,b] — A; on 
dit que le chemin 7 relie les points y(a) et y(b) de À ; l’ensemble À s'appelle 
connexe par arcs si deux points quelconques de À sont reliés par un chemin 
dans À. 
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Enumérons les propriétés importantes de la connexité. 


(1) Si À est connere par arcs alors À est connere ; si À est ouvert et connexe 


alors À est connete par arcs et deux points p, q de À peuvent être reliés 
par un chemin polygonal simple dans À (c'est-à-dire qu'il existe une 


suite finie Pgo = P, P1, ..., Pn = q de points dans À et une application 
continue injective + : [a, b] — À ayant la propriété suivante : il existe 
D Gt ct — Dar) D, D 0 0 dt OCtanL 


une application affine dans [t;_1,t;], 1 < j < n; rappelons qu’une 
application affine définie dans un intervalle de R à valeurs dans C est de 
la forme t + ct+ d'avec c, dE C). 


(2) Toute partie convere de € est connexe ; en particulier, un disque est 


connexe et € tout entier est connete. 


(3) Si f : A — C est continue et À est connexe (resp. connexe par arcs) alors 


f(A) est connere (resp. connexe par arcs). 


(4) Soit f : À — X, À une partie de €, X un ensemble quelconque. On dit 


que f est localement constante si pour tout a € À il existe un disque 
ouvert B(a;r) tel que f est constante dans AN Bla;r). Si À est connexe 
et f est localement constante alors f est constante. 


Rappelons que l’on définit la connexité des parties de RV exactement de 


manière analogue à celle de la définition utilisée ici pour C. On démontre que 
les seuls ensembles connexes dans R sont exactement ceux qui sont convexes, 
c’est-à-dire les intervalles ou l’ensemble vide. 


Les ensembles ouverts non vides et connexes de C s'appellent les do- 


maines de C. 


On peut démontrer que tout ensemble ouvert non vide À de € est une 


réunion au plus dénombrable des domaines, deux à deux disjoints, de € (appelés 
les composantes connexes de À). Ce théorème permet souvent de réduire la 
considération des ensembles ouverts à celles des domaines. 


1.5 DÉRIVABILITÉ 


1.5.1 C-dérivabilité 


Nous venons maintenant au concept central de l’analyse complexe. 
Soit f : À — € une fonction complexe définie dans une partie ouverte 


non vide de €. On dit que f est C-dérivable au point a de A si 


S'(a) = lim {f(a + h) — f{a)} 


existe. Dans cette définition, hk # 0 est tel que a+ h € À ; puisque À est ouvert, 
a+he Asilh] <r pour un r > 0 approprié; ainsi, pour a € À, À ouvert, la 
notion de C-dérivabilité d’une fonction f : À — € au point a est bien définie. 
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On dit que f est holomorphe (ou analytique ou régulière) dans À, si f est 
C-dérivable en tout point a € À. L’ensemble des fonctions holomorphes dans 
À sera noté H(A). 

On écrit aussi (df/dz)(a) au lieu de f'(a) et df/dz pour f'; f'(a) s’ap- 
pelle la dérivée de f au point a. Comme d’habitude on écrit f” ou f(2), 
pour les dérivées supérieures ; plus précisément, fR)(a) Ja) ou F1) 
k entier > 2, en supposant que ces dérivées existent (ce qui sera le cas si f est 
holomorphe). 


1.5.2 Remarques 


Pour nous, les trois mots «holomorphe», «analytique» et «régulière» 
sont des synonymes. Certains auteurs définissent ces adjectifs différemment 
pour aboutir à un théorème prouvant l’équivalence de ces définitions ; au fond, 
on pourrait appeler ces fonctions simplement C-dérivables mais le poids de 
l’histoire illustre de ces fonctions ne nous permet pas de le faire. 

Au premier abord, la condition de C-dérivabilité ne paraît pas être re- 
marquable ; mais le fait que dans sa définition le paramètre h tend vers zéro 
par des valeurs complexes entraîne des conséquences remarquables qui n’ont 
aucune contrepartie dans la théorie des fonctions réelles. Ainsi, on établira 
qu’une fonction holomorphe f est automatiquement indéfiniment dérivable et 
que f peut être développée dans des séries de puissances de z — a autour de 
tout point a de son domaine de définition. 


1.5.3 Propriétés élémentaires 


Soit À une partie ouverte non vide de €; on considère les fonctions 
complexes f, g, etc., définies dans À. 

Si f est C-dérivable au point a € À, alors f est continue au point a. En 
effet, la C-dérivabilité entraîne que 


f(a+h)= f(a)+h{a+p(h)} (US) 


où a = f'(a) EC et [p(h)| — 0 lorsque [h| — 0 ; en fait, (1.5) est équivalente 
à la C-dérivabilité de f au point a. De (1.5) on voit que 


Jim f(a + k) = lim f(2) = f{a), 


c’est-à-dire que f est continue au point a. Si f et g sont C-dérivables au point 
a € À, alors f +g et fg sont C-dérivables au point a € À et 


(f+g)'(a) = f'{a) + g'(a), (fa) (a) = f'(a)g(a) + (a)g'(a). 


Si g(a) £ 0 et f, g sont C-dérivables au point a € À alors f/g est C-dérivable 
au point a et ù 
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Autrement dit, les propriétés usuelles des fonctions dérivables d’une va- 
riable réelle restent valables sans changement pour les fonctions C-dérivables. 
Les démonstrations de ces propriétés sont exactement similaires à celles utilisées 
généralement pour les fonctions dérivables d’une variable réelle ; elles découlent 
de (1.5). Esquissons les preuves pour la règle de la dérivation du produit fg et 
celle pour 1/9. 


Si f, g sont C-dérivables en a, on a 


f(a+h) = f(a) + h{a+ p(h)} 


(1.6) 
g(a) + h{B + o(h)} 


S 
= 
+ 
_ 
Il 


avec à = f'(a), B = g'(a), |p(h)] — 0 et [o(h)|] — 0 lorsque [| — 0; on a 
(fg)(a + h) = f(a+ h}g(a + h) = f(a)g(a) + h{ag(a) + Bf(a) +e(h)} 


e(h) = f(a)o(h) + g(a)p(h) + hp(h)o(h) +. 


d’où |e(h)| — 0 lorsque |h| — 0 démontrant la C-dérivabilité de fg en a et le 
fait que 


(fg) (a) = ag(a) + Bf(a) = f'(a)g(a) + f(a)g/(a). 


Considérons maintenant 1/g; si g(a) # 0 et g est C-dérivable en a, la 
continuité de g en a donne que g(z) Æ 0 pour tout z € B(a;r) C À pour un 
r > 0 approprié. De (1.6) on obtient 


| 1 sn }=- B + oh) 

h U[g(a+h) g(a) g(a)g(a + h) ” 

valable si 0 < |k| < r; en laissant À — 0, on déduit des règles usuelles des 
limites que (1/g)'(a) existe et 


C)'e me 

g’(a)  g(a) 
La règle générale pour le quotient f/g se déduit de la règle pour le produit 
oo. 

Formulons maintenant ces propriétés globalement pour l’ensemble ou- 
vert À. 


L'espace des fonctions holomorphes H(A) est une algèbre, c’est-à-dire si 
f, g € H(A), alors f + g, fg sont dans H(A) ainsi que toute combinaison 
linéaire s f + tg avec s,t € C. Si g € H(A) et g(z) £ 0 pour tout z € À alors 
1/g € H(A). 
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1.5.4 Fonctions composées 


On va établir que la composition go f de deux fonctions holomorphes f, 
g est holomorphe ; comme dans la théorie réelle, il faut faire les hypothèses qui 
rendent possible cette composition g o f(z) = g(f(z)). Supposons que 


7 M sie 


où À, B sont deux parties ouvertes non vides de C ; ainsi, f(A) C B, le domaine 
de définition de g. Si a € À, b = f(a), f est C-dérivable au point a et g est 
C-dérivable au point b, alors go f est C-dérivable au point a et 


(go f}'(a) = g/(f(a))f'(a). 
En effet, en posant 
f(a+h)= f(a)+k, k= f'(a)h + hp(h) 
g(b + k) = g(b) + g'(b}k + ko(k) 


on à 
g(f(a+h)) = g(f(a)) + hg'(f(a)) f'(a) + he(x) 
où : 
E(k) = g'(b)p(h) + = a(k) = g'(b)p(h) + {F'(a) + p(h)}o(&) 
A |p(h) )|, [k| et lo (k )| tendent vers zéro lorsque |h] — 0, on voit que 


lE(h (h)| — 0 lorsque |h| — 0, ce qui prouve la C-dérivabilité de go f au point a 
et la formule 


(ao fe) = im UC +) SU) _ {un pro. 


Formulons la propriété donnée globalement : soient f € H(A), g € H(B) telles 
que f(A) C B ; alors gof € H(A) et 


Co Chop 


1.5.5 Exemples 


f(2) = k,z € C(f est la fonction constante à valeur k), alors f € H(C) 
et f'(z) = 0, z € C. C’est une conséquence immédiate de la définition de C- 
dérivabilité. De même, si f(z) = z, z € C, alors f € H(C) et f'(2)=1,zecC. 
On en déduit immédiatement grâce aux résultats du paragraphe 1.5.3 qu'une 
fonction polynomiale est holomorphe dans € ; si P(2) = ag +:-- + an2" alors 
P'(z) est donné par la formule usuelle 


P'(z) = a + 2a2z +... + nanz et. 
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Il s'ensuit que toute fonction rationnelle est holomorphe partout où le dénomi- 
nateur est non nul. Plus précisément, soit 


où P, Q sont deux polynômes, Q # 0; si le degré de Q est m, on sait (8 1.2.3) 
que M —  Gla— 0} contient au plus m points (et M est, en fait, non 
vide, si m > 1) ; ainsi, f(z) est définie pour z € À = M°et f € H(A). se 
peut, en fait, que les zéros de P et Q coïncident en partie (alors on aura que le 
plus grand commun diviseur des deux polynômes P et Q est un polynôme À 
de degrés > 1 mais nous n’aurons pas besoin de cette considération) et alors f 
aura une définition naturelle (prolongement analytique) dans un ensemble plus 
grand que À. 

Par exemple, soit f(z) = 1/z°"* (m € N*), alors f € H(A) où À = 
CAUDPECE 

Notons que si f(z)=(z-a)" (ae C, n € N*) on aura 


1OErC ) ue EC 


(avec (z— a)? = 1 pour tout z € C) ; il suffit d'établir cette formule pour n = 1 
où elle est immédiate ; ensuite on établit la formule par récurrence sur n en 
utilisant la règle de la dérivation des produits de deux fonctions ; ainsi 


Cru (z—a)"-(z2-—a) 
(eat an(e 0). (2 a) + (2-0) .1 2 (n+1)(2— 0). 


De cette formule on déduit que, si n € N°, 
d =; —n—1l 
ie) = -n(z-a) 0. 


en effet, la formule pour la dérivation des quotients de deux fonctions (ici 1 et 
(z— a)") donne 


1.5.6 Equation de Cauchy-Riemann 


Soit f : À — € une fonction complexe, À étant une partie ouverte non 
vide de €. Posons u = Re f, v = Im f. En identifiant À à une partie ouverte 
de R? nous convenons d'écrire 


u(z) = Re (2) = u(x,y) 
v(z) = Im f(z) = v(x,y) 
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où z = r +iy € À avec x, y réels. Supposons que u possède des dérivées 
partielles à un point 20 = ro + yo € À ; alors 


. U(To +t — 4, ; ) — 
(20) = lim (ro _ T0) 2 im “C0 +9 u(z0) 


(0) = lim ue 10 9 rm) = lim LE #8 Hal 


où £ — 0 par valeurs réelles de t. On aura des formules analogues pour v! (20), 
v, (20). 

Ces notations étant fixées, on a la proposition suivante. Soit f C-dérivable 
au point z0 € À ; alors u,(20), u,(z0), v,(20) et v,(z0) existent et satisfont aux 
équations de Cauchy-Riemann : 


un(20) = 0, (40), u}(z0) = -v/(20). (1.7) 
De plus, 
(20) = u3 (20) + ve (20) = v,(z0) — iu, (20). 
DÉMONSTRATION 
On a 
f(zo + t) — f(z0) _ u(zo +t) — u(20) % ; Go + t) — v(z0) 
t t t 
Co) ue u(z0 + it) — u(z0) 
it … it t | 


Puisque f est C-dérivable au point 20 les limites des deux membres de gauche 
lorsque t — 0, par les valeurs réelles de t, existent ; ceci entraîne l’existence de 
uS(20), v,(20), u,(z0), v,(20) et l'égalité suivante : 


F'(zo) = uz (20) + iv (20) = —iu, (20) + v, (20) 
ce qui donne (1.7) et complète la démonstration. + 


Il est utile de noter une réciproque de la proposition précédente. Supposons 
que f = u+iv est telle que u, v sont dérivables au point z0 de À ; si les dérivées 
partielles de u, v satisfont à (1.7) alors f est C-dérivable au point 20. 


DÉMONSTRATION 


Par définition de la dérivabilité de uw, v au point 20 = zo + 1yo on a les 
relations suivantes : 


+ 


u(ro +5, Yo +t) = u(ro, yo) + {su (ro, vo) + tu, (ro, vo)} + Ra(s,t) 


v(xo +5, Yo + t) = v(ro, Yo) + {sv (ro, vo) + tv, (ro, vo)} + Ras; t) 
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où (s,t)E R?,(x0+5,Y%o+t)E Aet 


im mé 
(s,t)—(0,0) 52 + #2 à 


En écrivant À = s + it, f = u + iv, on aura 


neo niet/(2) 
= {sul (xo, yo) + tu,(xo, Yo)} + 2{sv4(%0, vo) + tu, (ro, yo)} + R(s,t) 


10. 


où R(s,t) = Ri(s,t) +iRo(s,t) ; en utilisant (1.7) on aura 


f(20 + À) — (20) = (s + it}ué (ro, vo) + (é — is)uy(xo, vo) + R(s;t) 


_ hu, (xo, yo) ch ihu, (co, yo) “E R(s, t) 


d’où 
20 + À) — Z : HE) 
Pare = u, (0,90) — iu, (20, Yo) + 
Puisque 
AE2 Z [Ri(s,t)| + |Ro(s,t)| 
on Vs? +12 

on aura  . 

Fe LOUE, 

h—0 À 
d’où la C-dérivabilité de f au point 20. + 


En se rappelant que les fonctions de deux variables réelles de classe Ci 
sont dérivables (Vol. 1, chap. 2), on peut donner une version globale de la 
dernière proposition : soit f = u+iv avec u, v € C\(A) ; si ul, = D nr 
dans À alors f € H(A). 


1.5.7 Remarques 


On pourrait penser que la validité des équations de Cauchy-Riemann 
(1.7) est une condition nécessaire et suffisante pour l’holomorphie d’une fonc- 
tion. C’est presque vrai mais la question doit être traitée plus précisément. 

Reprenons donc les notations du paragraphe 1.5.6 ; on a f : A —€C, 
À £ 0 ouvert dans C, f = u+iv avec u, v fonctions réelles. Il est vrai (première 
proposition, & 1.5.6) que si f € H(A) alors u et v satisfont à (1.7) ; on verra 
même, dans la suite, que u et v sont de classe C® dans À ; réciproquement, si 
u, v E C}(A) et satisfont à (1.7) alors f € H(C) (8 1.5.6) et, a posteriori, u, v € 
C®(A). Mais il y a une question, apparamment simple, qui se pose : supposons 
que l’on ne sache rien sur f sauf que u et v possèdent des dérivées partielles 
du premier ordre dans À satisfaisant aux équations de Cauchy-Riemann (1.7) 
partout dans À ; est-il vrai que f € H(A)? La réponse à cette question est 
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subtile ; sans aucune hypothèse supplémentaire sur f, la réponse est négative 
(Ex. 11, $ 1.5.11); il y a des conditions très faibles sur f qui garantissent 
que f € H(A). Par exemple, f € C(A) (et u, v ayant les dérivées partielles du 
premier ordre satisfaisant à (1.7) partout dans À) garantit que f € H(A) : c’est 
le théorème de Looman-Menshov ; sa démonstration est délicate [27, pp. 43-50]. 
Pour des références aux théorèmes plus généraux on peut consulter [6, p. 51]. 

Pour nous, il suffira de savoir qu’une fonction f € H(A), A ouvert non 
vide, À C C, est formée de deux fonctions réelles u, v € C'©(A) satisfaisant 
aux équations de Cauchy-Riemann : 


/ lé 


pes ! 
‘DD 0 mn: 


re 
dans À. Il s'ensuit immédiatement que w et v sont des fonctions harmoniques 
dans À. En effet, on a 


Du _ 8 [ôn\ _ 2 [B) _ du 
0x? Or \0y)/ y \0x) y? 


à cause des équations de Cauchy-Riemann d’où 


dans À ; de même Av = 0 dans À. 

Pour beaucoup d’applications, il est important de comprendre qu’une 
fonction holomorphe f est un couple de fonctions harmoniques (réelles) u, v 
reliées entre elles par les équations de Cauchy-Riemann ; on dit alors que les 
fonctions harmoniques u, v sont conjuguées. Chaque fois que l’on a une fonc- 
tion holomorphe f, on obtient deux fonctions harmoniques conjuguées u, v, à 
partir de 

He tu — Im. 


Un grand nombre de problèmes concernant les fonctions harmoniques de deux 
variables réelles se traduisent utilement en termes des fonctions holomorphes. 
Nous en verrons plusieurs exemples dans la suite. 


1.5.8 Exemples 
On sait que f(z) = 2°, z € C, définit une fonction holomorphe : si z — 
x +iy avec x, y réels, on obtient 


u(x,y) = Reftru) Fm se ” y 


v(x, y) = Im f(x, y) = 2xy 


pour les deux fonctions härmoniques conjuguées ; ce sont des fonctions harmo- 
niques polynomiales (homogènes de degré 2). De même, Re 2", Im 2" donnent 
deux fonctions harmoniques (conjuguées) polynomiales homogènes de degré n 
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en z,y(n = 1, 2,...); puisque les combinaisons linéaires des fonctions harmo- 
niques sont évidemment harmoniques, on obtient d’autres fonctions harmo- 
niques polynomiales en x, y en prenant 


Le] 
> (ax Re 26 + by Im 2) 
k=0 


avec les az, bk réels. En fait, on démontrera dans la suite qu’une fonction 
polynomiale homogène de degré n > 0 en x, y est nécessairement de la forme 
dPbOauec a, bréels, P—Re:% O0 Im: (et 8574) 

Soient 


u(x,y) =e"cosy, u(x,y)=esiny, (x,y)€ R ; 


u, vu € C(R?) et on vérifie sans peine que u et v satisfont aux équations de 
Cauchy-Riemann ; on en conclut que, si z = x + iy, 


f() = cosy+ie"siny, 2z€C, 


définit une fonction f € H(C). On verra dans la suite que f(z) = exp z où exp 
est la fontion exponentielle complexe que nous définirons au chapitre 2. 

Contrairement à la théorie des fonctions des variables réelles, il est ex- 
trêmement facile de donner des exemples de fonctions complexes continues qui 
ne sont pas C-dérivables. Ainsi, 


ICER 7 Ce EC, 


est une fonction continue qui est C-dérivable nulle part ; pour le voir, noter 
qu'ici 
u(z,y)=zx, v(x,y)=0, (x,y)ER, 


OUU=RE à Im} ôna 


LD 0 (Eur EU 


de sorte que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites nulle part, ce 
qui démontre que f'(z) n’existe pour aucun z € C ; d’ailleurs, on peut le voir 
directement. 


1.5.9 Une reformulation 


Pour mieux comprendre le dernier exemple, nous essayons de reformuler 
la notion de C-dérivabilité en termes de la dérivabilité usuelle des fonctions de 
deux variables réelles (x, y). Soit f : À — € une fonction complexe définie dans 
une partie ouverte non vide À € R? ; nous dirons que f est dérivable si ses 
parties réelles et imaginaires w et vw sont dérivables et nous écrivons alors 


p — _Ÿ of NE) o. À 
EN. 0 Ju = dy Fit, 
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Pour une telle fonction dérivable f on a 


df = f;dx + f, dy 


dans le formalisme des formes différentielles (voir par exemple, Vol. 1, chap. for 
Considérant 


CR 
on aura deux fonctions complexes dérivables notées z, z pour lesquelles 
dz2=dz+idy, dz=dx-1idy 


d’où 


1 
dx (ds dz) Ar — D (dz — dz) 


vu 


et 


de si (dz + dz pra : je) 


SU if) de+ à (, + 0,)de. 


En introduisant les notations 


Caml CE DR EEE 
dz — 5 Ur —i ile 5 = 2Uztify) 


on aura 9 


se EE 


Notons maintenant que 


Ô 
0e fifi =0 uma, M, = =. 


Puisque, pour les fonctions dérivables f, l’holomorphie de f équivaut aux équa- 
tions de Cauchy-Riemann, on peut reformuler la condition d’holomorphie de 
f comme étant 

Of 


Ôz 
On interprète ceci en disant que f est holomorphe si et seulement si f est une 
fonction de z seul et que f est indépendante de z. 


Notons que si f(z) = Rez = (1/2)(z +2), il est visible d’après ce qui 
vient d’être dit que f ne peut pas être holomorphe ; on a 


— (à 


De même, les fonctions z ++ z,2+ |2[? = 27 ou 2 + z—7, etc. ne peuvent pas 
être holomorphes. 
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On verra dans la suite que les fonctions holomorphes sont toutes obtenues, 
au moins localement, par les combinaisons linéaires de 1, z, ne (c’est-à-dire 
des polynômes) et leurs limites. 

Une fonction dérivable f : À — € telle que 


Ci 
En 


s’appelle une fonction antiholomorphe ; une fonction antiholomorphe est une 
fonction de z seul. La théorie des fonctions antiholomorphes se réduisent à la 
théorie des fonctions holomorphes en observant que f est antiholomorphe si et 
seulement si la fonction g : À — € définie par g(z) = f(Z), À = {7:z2€ A}, est 
holomorphe. Evidemment, une fonction dérivable est en général ni holomorphe 
ni antiholomorphe ; par exemple, la fonction z + z +7 est ni holomorphe ni 
antiholomorphe. 


Notons la différence entre 


on écrira df/dz = f' seulement pour f holomorphe (c’est-à-dire C-dérivable 
dans une partie ouverte) ; 0 f/0z, par contre, est défini pour toute fonction 
dérivable. Les notions 0 f/0z et 0 f/07 introduites ci-dessus par 


Gi), = Uri) 


peuvent être vues aussi comme le résultat de l’application de la règle de la 
dérivation des fonctions composées : 


. BTE L=7Z 
10e n À : Res ÿ pe 
Of » ÿ ll ÿ _. 


Dans la suite de ce volume, on n’utilisera presque jamais 0 f/0z et 0 f/z. 


1.5.10 Fonctions holomorphes constantes 


On à vu que les fonctions constantes sont holomorphes et que leurs dé- 
rivées sont nulles. La réciproque est vraie aussi dans la forme suivante : soit 
f : À — C une fonction holomorphe définie dans un domaine À de C ; si 
f'(2) = 0, z € À, alors f est constante (c'est-à-dire il existe c € C tel que 
fa) = 0, 2e À) 
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DÉMONSTRATION 
Posons u = Re f, v = Im f. On a vu (8 1.5.6) que 


! — 
y 


! . 


! ! 047 . 
f = us +ivz = 0, —iu, ; 


SG) 0 SE À on aura lors 


UT = üy = 0, dei) 
dans À, c’est-à-dire grad u = 0, gradv = 0 dans À. D'un théorème élémentaire 
de la théorie des fonctions dérivables de deux (ou plusieurs) variables réelles 
(Vol. 1, chap. 1) il résulte que u et v sont constantes d’où le résultat. + 


REMARQUE. Noter que la condition que À soit un domaine est essentielle ; 
sinon, si À est seulement un ouvert non vide et f/{z) = 0, z € À, f sera égale 
à une constante sur chaque composante de À mais ces constantes peuvent être 
différentes d’une composante à l’autre. 


1.5.11 Exercices 


Sans mention du contraire, z = x + iy avec x, y réels; une écriture 
f € H(À) signifie tacitement que À est une partie ouverte non vide de C. 


Déterminer les z € € tels que f’(z) existe dans les exemples suivants : 


CCE 
(ü) f(z) = zRez; 
Giü) (2) = 2ry — i(x? — y?) ; 
(vi) f(z) = sinxchy+icosrshy. 


Soit u(z) = x? + ky?, z € C, k une constante réelle; démontrer qu'il 
existe f € H(C) avec u = Re f si et seulement si £ — —1 ; déterminer toutes 
les f € H(C) telles que u = Re f lorsque k = —1. 


Soit f(z) = u(x) +iv(y) avec u, v fonctions réelles d’une variable réelle ; 
démontrer que f € H(C) si et seulement si f(z) = az+b,zEeCoùa€eR, 
EC 


Suent ne HA) ÂA={7::€ A} ; posons g(z) = f(z), z € À. 
Démontrer que g € H(A) et g'{z) = f'(Z), z € À. 


Soit f € H(A), À étant un domaine de C. Démontrer que f est constante 
si une des conditions suivantes est vérifiée : 


(i) Re f est constante ; 

(ii) Im f est constante ; 
(iü) aRef+bimf+c=0oùa,b,ceR, a?+6b?>0; 
(vi) [fl est constante. 
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[6] Soit f € H(A) avec u = Ref, v = Im f ; démontrer que 
Here D + US eu 


partout dans À. 


Soit f € H(A) ; démontrer que 
A(|f( 4 iy)|°) = 4|f'(x + iv)” 


(en admettant que f = u + iv avec u, v € C?(A)). 


Soit Q un polynôme de degré n ayant n zéros distincts @aj,..., än dans 
€ (n > 1); si P est un polynôme de degré < n, le but de cet exercice est de 


démontrer que 
Domi 
Q'(ax)(z — ar) 


en raisonnant comme suit : on a €1 € C tel que 


1E 1 
G) __«_, AG) . 
Q(z) z—a1 Qi(z) 
avec Q(z) = (2 — a1)Q1(2), degré P; < n — 1; il suffit de prendre € tel que 
P(ai1) — «1 Q1(a1) = 0 car alors P(2) — c1Q1(z) = (z — a1)P1(z) et la division 
par Q(z) donne (+). Par récurrence sur n, on a alors que 


re) _ en 


CON CETR ET 


où les c; € . la considération de lim;_,a, ((z — a;)P(z)/Q(z)) donne que 
cj = P(a;)/Q"(a;). 
[9] Utiliser l'exercice 8 pour représenter les fonctions rationnelles suivantes 


comme sommes de fractions simples cx/(2 — ag) : 


’ z+l1 
G) G=16-2) 


(ii) 


22+2+1° 
2 
di ; 
De l'exercice 8 déduire que, étant donné n points distincts a, ..., @n 
dans € et n nombres quelconques c1,..., cn dans C, il existe un unique P 
de degré < n tel que Pas) =" En (Ps =ppelle le poliynome 


d’interpolation de Lagrange). 
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Soit f(2) = /|xyl ; si u = Re f, v = Im f, démontrer que les équations 
de Cauchy-Riemann sont vérifiée au point z = 0 mais que f'(0) n’existe pas . 
(On verra d’autres exemples dans la suite.) 


Soit P(z) = 2% +ajzt D... +012 + an où les a; sont dans € ; on 
suppose que les a; ne sont pas tous nuls. Posons p(z) = 2%—|a1|2%1—...—|an|; 
démontrer que p(z) = 0 possède une unique solution positive s > 0 en écrivant 


pta) = 2% {1 (late ++ janlz"")} ; 


démontrer ensuite que si P(z0) = 0 alors |z0| < s en prouvant que p(|z0|) < 0 
entraîne |z0| < 5. 


Soit P(z) = 27% + az | +... + an, an £ 0; posons p{z) = 27 + 
layl2®=1 +... + lan-1lz — Jan| ; démontrer que p(z) = 0 possède une unique 
solution positive s > 0 ; démontrer ensuite que si P(z20) = 0 alors |z20| > s. 


CHAPITRE 2 


Fonctions holomorphes 
définies par des séries entières 


2.1 INTRODUCTION 


Les séries entières 3},en an (2—20)" forment un outil de base pour l'étude 
des fonctions holomorphes. L'objectif de ce chapitre est d’introduire les fonc- 
tions élémentaires importantes (comme exp, sin, cos) en utilisant les séries 
entières et de donner quelques propriétés principales de ces fonctions. 

Ceci exige une étude préalable de la convergence des séries à termes com- 
plexes et ensuite la considération des séries dont les termes sont des fonctions 
complexes. La théorie des séries entières est obtenue comme un cas particulier 
important de la théorie des séries formées de fonctions complexes (continues 
ou holomorphes) générales. 


2.2 SÉRIES DE NOMBRES COMPLEXES 


2.2.1 Préliminaires 


Soit 2n E C, n € N. La série },, 2n est dite convergente si la suite des 
sommes partielles {sn} où 


nm 
De. neN, 
j=0 


est une suite convergente ; si s = limn-oo 8n, On dit que s est la somme de la 


série ÿ, 2n et on écrit 
CO 
S$ — ) Zn ; 
n=0 


on écrit aussi 


) 2n OÙ ) 2n 
nm 


n>0 


au lieu de Y% 5 2n. La série >}, 2n est dite divergente si Y,, 2n n’est pas 


convergente. 
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La série 5}, 2n est dite absolument convergente si 37, |[2| est con- 
vergente. Une série D), 2n absolument convergente est convergente. En effet, 
si {sh} est la suite des sommes partielles de 3°, zn on à, pour n > m, 


[Sn — Sml = l2m+1 + °°: +2nl <[2m41l +++ [20] ; 


puisque >}, [2n| converge, ceci montre que {s,} est une suite de Cauchy d’où 
l'existence de s = limy sn et la convergence de D, 2n ; notons que 


De < D nl. 
n 


n 


Une condition nécessaire pour la convergence de la série D, 2n est que 
limn 2n = 0. En effet, si {sh} est la suite des sommes partielles de »}, 2n 
on à 


2n = Sn —Sn-1, N 21, 


bn  =8—=8=(0), 
T— 00 


s étant égal à limy sn. 


Nous supposons connue la théorie élémentaire des séries ÿ},, an à termes 
an > 0. Le point essentiel de cette théorie est l’énoncé simple suivant : une 
série Dh @n à termes positifs converge si et seulement si la suite des sommes 
partielles est bornée, ce qui veut dire qu’il existe un M > 0 tel que 


ag+'+an<M, n2>0. 


Cet énoncé équivaut à une propriété fondamentale des nombres réels : toute 
suite monotone réelle bornée converge vers un nombre réel. 


Pour les séries à termes positifs, 3}, an, nous écrivons 


Ÿ_ an < co 
nm 


pour indiquer que ÿ;, an Converge et nous écrivons 


) Gr = ES 
n 


pour dire que ÿ, an diverge. Ainsi, une série à termes complexes ÿ}, 2 est 
absolument convergente si Ÿ}, [Zn] < 0 ; si 3}, 2n n’est pas absolument con- 
vergente, on écrit >, [nl = co. 
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L'écriture 


) An < ©, ) An — © 
n n 


doit être soigneusement évitée si les termes an ne sont pas positifs. En effet, 
pour les séries à termes réels 3°, an, an > 0, il n’y a que deux possibilités : 
ou bien sn = &0 + --- + an reste borné pour tout n ou bien 5n — co lorsque 
n — © ; pour les séries où les an ne sont pas tous positifs (les an étant réels 
ou complexes), la suite des sommes partielles {s,} n’est pas nécessairement 
convergente même si les termes |s,| restent bornés et la non-convergence des 
Sn (c’est-à-dire de la série ÿ,, an) n’entraîne nullement que [sn| — co lorsque 
n — 00. 

Les séries les plus importantes pour nous seront celles qui sont absolument 
convergentes. Dans cette section, on verra que la manipulation algébrique des 
séries absolument convergentes se fait comme s’il s’agit des sommes finies : on 
peut les ajouter et multiplier sans précaution et on peut calculer leurs sommes 
en écrivant les termes dans un ordre quelconque ; ainsi 


O9 O9 
Dm = D Zr(n)» 
n=0 n=0 


avec 7 une permutation quelconque de N, pourvu que }}, 2n soit absolument 
convergente. 


En fait, il est plus commode de présenter la théorie des séries absolument 
convergentes dans le cadre d’une somme 


>, 


t€T 


où Test un ensemble quelconque et a : T — €. Cette théorie contient les cas 
importants suivants : T égal à N, Z, Né ou Z4 ; elle évite ainsi les considérations 
ad hoc des «séries» comme 


en même temps, le développement des propriétés centrales des séries absolu- 
ment convergentes devient plus simple à présenter dans ce cadre plus général. 
Notre présentation suit celle que nous avons adoptée pour la théorie de l’in- 
tégrale dans les espaces abstraits dans le volume 1 (chap. 5) ; seulement ici, 
les considérations se réduisent à la manipulation des sommes finies. La théorie 
présentée est, en fait, un eas particulier de la théorie de l'intégrale générale ; 
nous pensons que cette théorie, en plus d’être utile, est assez instructive. 


Nous commençons par quelques rappels concernant les nombres réels. 
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2.2.2 Limite supérieure, limite inférieure des suites réelles 


L'ensemble R = RU {—c, co} s’appelle la droite réelle achevée ; on 
a —o <a<oopoura€ R,; on écrit aussi + au lieu de co. 
Nous supposons connues les définitions associées aux expressions sui- 
vantes : 
SUP À = Sup r,“int À = ini.r 
TEA zE A 
où À est une partie non vide de R ; 


lim =a€eR 
n——0O 
où {th} est une suite dans R. Rappelons que inf À = a signifie que a < 7, 
zx E Aetsi a < zx, zx € À alors & < @; ici, &, æ«' sont dans R. De même, 
SUpel— D signe que D > 2, re Aetsa 0 >T re À alor #6). O0 
sont dans R. 
Soit {tn},gn une suite dans R ; on pose 


nsumr uni {sup tk} Lomme sup{ nn ie } 
ne n>20 on JO n—0 7 n>0lk>n 


SUD LE CUP da M Gr — Ni D 
k>n kE>n 


Notons que si an = infk>n Tk> On = SUP£>n Tk, AlOrS 
ap <a <..., bp2b12..., an <bn,n EN; 
on en conclut que 


hrnsupe ire Uno, = nie : 
n—00 n— 00 n— CO n— 00 


Le fait que limn_c Zn existe si et seulement si 


linsupr =limintr, 

n— 00 DES 
sera une conséquence de la discussion qui suit ; pour simplifier les notations, 
nous écrivons lim æn, lim supx, et liminfx, en ajoutant n — oo si nécessaire ; 
ainsi, si im sup æn = liminfr, alors lim x, existe et lim x, = lim sup rh. Aussi, 
on écrit Zn — € (n — œ) pour limTn. 

Associé à une suite {tn} dans R on a l’ensemble À de ses points d’ac- 
cumulations ; x € À (x étant dans KR) s’il existe une sous-suite PR 
ki < k2 <..., telle que xx, — x (n — oo). Nous démontrons que limsupzn, 
liminfxn appartiennent à À et sup À = lim supzn, inf À = liminfzh. 
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DÉMONSTRATION 


Il suffit de considérer lim sup xn, la preuve pour liminfzn étant similaire. 
Fosons D lin sup 0 — SUP£>n TK ; On sait que bg Z by >... avec bn — b 
(n — oo). 

Si b = co, on aura by = co, n € N; donc il existe k, > n tel que xx, >n, 
n > 0, avec ka > kn-1,n > 1 ; il suffit de prendre Kg > 0 avec xx, > 0, ensuite 
ki > max(ko, 1) tel que x, > 1, etc. ; alors xx, — co (n — œ) et oo € A. 

Soit be Re srbe =" pullexiste b, bide corte ques, 0 nm; 
ceci prouve que si x € À alors x < b; d’autre part, puisque b > b,kE N, 
pour chaque n > 1, il existe une infinité d’indices m tels que tm > b — 1/n de 
sorte qu’on aura une infinité d'indices m tels que b — 1/n < %m < b+1/n ; par 
récurrence (comme précédemment) on définit k1 < k2 < ... tels que b— 1/n < 
Le Or Alors re ©) Ce Qui prouye que ble 4 

Finalement, soit b = —c ; alors, pour tout b' € K, il existe bn < b' de 
sorte que Zn < b’,n > m, ce qui prouve que tous les éléments x de À vérifient 
x < b' pour tout b'E R, c’est-à-dire que À est {—æ} ou Ÿ ; puisque by — —œ 
(k — co) on peut définir, par récurrence, k1 < ko < ... avec xx, < —n,n > 1, 
Mon re Sec n = Go) GA = fes + 


De la discussion précédente on voit que a = liminfxh et b = limsupzæn 
sont caractérisés par la description suivante : 


«si b > b alors zn < b! pour tous les indices n sauf un nombre fini ; si 
b! < b alors tn > b' pour une infinité d’indices n ; 

«si a < a alors Zn > a pour tous les incides n sauf un nombre fini ; si 
a > a alors Zn < a’ pour une infinité d'indices n. 


Aussi, À se réduit à un seul élément si et seulement si & = b, ce qui équivaut à 
AVOIr Zn — à = b lorsque n — co. 
Pour zx ER, posons 


DCS =CÈ+E = C0, DR Jr ES, 


de plus, on pose 
CDOCMOCI ICO ROCCO CON, 


si Æ = 00, Y = —0 Où T = —00, y = co, on dira que t +y n’est pas défini. 
Soient {zn}, {Yn} deux suites réelles ; posons 


a=liminftn, b=limsupæn, c=liminfyn, d=limsupyn 


alors 
bce<tlinmsup(n Un) SE 
a+c<liminf(tn + Un) < 


dès quea+c,a+d,b+c et b+d sont définis. 
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DÉMONSTRATION 


Montrons l'affirmation pour lim sup(Zn + Yn) ; On a 


D +yx ST +supy, KZn, 
2n 


BU 


sup cg + inf yx < SUp(Tx + Yx) < SUP TE + SUP YK ; 
k>n kzn k>n k>n k>n 


en laissant n — co, on obtient 


b+c<limsup(rzn + Yn) <b+d. + 


Comme corollaire on a le résultat suivant : si lim y, = c existe alors 
lim sup(zn +Yn) =b+c, liminf(tn +Yn) =a+c 


si a +c, b+c sont définis. 
Supposons maintenant que ïn > 0, Yn 20,n EN; posons 


Poco=Cdr=c) HÙÜEE KE. 
Alors 
be limeupr, 1 0d 
< < 


ac < liminftnYyn < ad 


pourvu que ac, bc, ad, bd ne soient pas de la forme 0 : © ou co : 0. 


DÉMONSTRATION 


Montrons l'affirmation pour lim sup ZnYn ; Supposons que d < © ; alors 


SUP£>n Yk < OO Et 
TKYk <TKSUPY, kZNn, 
br 

d’où 

SUP TKYk < (sup 7) (sup uk) 

k>n k>n k>n 
en laissant n — © on à limsupznYn < bd; notons que cette inégalité est 
immédiate si d = co, b > 0, d’où sa validité dès que bd n’est pas de la forme 
0 : © ou © - 0. D'autre part, on a 


TkUR > Tk inf Ut, b 
SUP TkYk 2 (sup zx) (inf 7) ; 
k>n k>n k>n 


en laissant n — co, on a lim sup TnYn 2 bc si bc n’est pas de la forme 0 : © ou 
co - O. + 
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Comme corollaire, on à le résultat suivant : si limyn = c existe alors 
(avec zn > 0, Yn > 0 réels) : 
imsSupr,v, = 0e,  hmimie,v —0c 


si ac, bc ne sont pas de la forme 0 - oo ou æ : 0. 


2.2.3 Sommes positives 


Soit T un ensemble non vide ; par a = ec. ou simplement {a+} nous 
notons une application a : T — € appelée une famille complexe a indexée 
par T ; si les a; € R (R+ ), nous dirons que la famille a est réelle (positive) ; si 
a et b sont deux familles réelles indexées par Ton écrit a < b si a <bt,t ET. 

Soit a = {a} avec a: T — R} ; la somme )},c7 «+ est définie comme 


suit : 
ÿ_& D a} FE EN Carr ii} : 


HET teF 


Si ter at < ©, nous dirons que la famille a est sommable ; on écrira aussi 
ÿ y @& au lieu de ÿ er a ; ainsi ÿ}, a < oo si a est sommable, D — 0e 
sinon (pour {a+} une famille positive). 

Si T = N, la famille a est une suite et la sommabilité de a > 0 équivaut 
à la convergence de ÿ', an. 

La famille positive a = ae est sommable si et seulement s'il existe 
une suite croissante de parties finies de T, F1 C F9 C ..., telles que UE Er — 
GS ta 0} auécsup, Der eco on 


ME — lim si at. 
n—0o 


teT tEFn 


DÉMONSTRATION 


Par définition même de ÿ}, a on a une suite de parties finies B1, Bo, ... 


dans T telle que 
D, 0 im > Ge 
HET tE Ba 


En posant Fn = Bi U---U BA on aura une suite croissante de parties finies 
Fe ©. telle que 


= ji at = Su at. 
De= im, D a =sup 3 
tET tEFn tEFn 


Si a est sommable, [J, F, = S, car sinon on aurait un t ET tel que ay > 0 
avec t’ & Fn,n > 1, ce qui aurait comme conséquence que, si Gé = D, 0 Le 


an > ci = a + an > a 
dm, Das Data > Da. 
tEGn tET tEeT 


contredisant la définition de la suite {Ba}. 
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D'autre part, s’il y a une suite {F, } comme indiquée dans l’énoncé, alors 
pour toute partie finie F de T on aura FA tel que 


Du< ),u: 
teF tEFa 


il suffit de prendre Fn > FANS ; alors supr D 4er &t < ©, F parcourant toutes 
les parties finies de T et a est sommable. + 


Notons en particulier que si a > 0 est sommable alors S = {t : at > 0} 
est au plus dénombrable. Nous dirons que S est le support de a. 

De la définition même de Ÿÿ° ay, il est très facile de démontrer que a + 
De a+ est une application croissante, additive et positivement homogène ; ainsi, 
si {at}, {b:} sont deux familles positive indexées par T alors 


Sas 2 Sidi bi el, 
t 

Ÿ_ (a + bi) = Done 

t 

Do oc si >0, 

és t 


avec les conventions habituelles pour oc + ©, 5 + co, & - æ, etc. 
Soit ñ : T — Tune bijection (x s’appelle une permutation de T) ; alors 
pour toute famille a : T — R+ on a 


tET HET 
En effet, 
Due = Du = su À amp Du = a 
teT ter F) sex(F) ter LES 


où F (et donc r(F)) parcourt toutes les parties finies de T. 
THÉORÈME DE CONVERGENCE MONOTONE POUR LES SOMMES POSITIVES 
Soient a(n) = 4) Dire HU 2" Letlesone 
DES SG ONE CR CURE 
SUPPOSONS que 


Monte nr ER NNE TR 
n—00 


im ». an) >. at 
l 


b 


Alors 


(étant entendu que les deux membres peuvent être finis ou infinis). 
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DÉMONSTRATION 


Puisque 3’, an) < 34 arr + 1) < a+ on peut définir 


= Jim at(n) 


et on aura 


TES 


t 
Si Fest une partie finie de T'on a 
>, an) > Yan) 
tEeT ter 


d’où 


ce qui donne, selon la définition de ÿ;, a, 


DE UE ; 


tEF 
Remarquer que si lim a(n) = oo pour un t alors limn_,6 D, an) = co. 


2.2.4 Sommes complexes 


SOiIt a — or une famille complexe ; on dit que a est sommable 
si [ar < co. Il est clair que a est sommable si et seulement si u = Rea, 
v = Ima sont sommables. 

Si b = {b} est une famille réelle, nous définissons deux familles positives 
bT,b— comme suit : 


bf = max(bs,0), b, —=max(—-b,0), tEeT; 


alors 
bb —b,, lb|=b} +b,, tEeT. 


Il est clair que b est sommable si et seulement si bT et b— sont sommables. 
Si b (une famille réelle) est sommable, nous définissons la somme Ÿ',b4 


par la formule - 
DU NUE 
t t t 
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Si a = {a} une famille complexe sommable ; on définit la somme Dre 


par la formule 
Das Dum+i3u 
t t t 


où & = Rea, uw =Ima,terT. 
On démontre facilement que l'application 


at ÿ a 


teT 


est linéaire dans l’espace vectoriel complexe des familles complexes sommables. 
Il s'ensuit que si a et b sont deux familles réelles sommables avec at < be, 


tET,, alors 
D 0 


tET tET 


Des propriétés des familles positives on obtient la caractérisation suivante. 


La famille complexe a = {at} est sommable si et seulement s'il existe une 
suîte croissante de parties finies de X, F1 C F2 C--:, telles que [), En =S, 
S = {t : a 0}, avec supy D'4er, lat < oo et 


lim ÿ, Qi — Ja. 
n—00 


tEFn teT 


Sauf pour la dernière égalité, il n’y a rien à démontrer (grâce à la validité de 
l'énoncé pour a > 0 démontrée dans le paragraphe 2.2.3) ; or la dernière égalité 
est immédiate d’abord pour a réelle et ensuite pour a complexe à cause des 
définitions posées. 

De l'inégalité du triangle pour les sommes finies on obtient, de ce qui 
précède, l'inégalité suivante pour a = {as} sommable : 


Ÿ_ < D Val. 
t t 


Une reformulation utile de la caractérisation des familles complexes sommables 
est la suivante. 


a — {a+} est sommable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe une 
partie finie Fe C X telle que pour toute partie finie F C F£ on a 


De lat| <E ; 
LE 


alors 


Sa) & CRE 


teT te Fe 
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En effet, il suffit de prendre F: = Fn pour un n assez grand dans la caractéri- 
sation précédente. 


Enonçons maintenant quelques critères utiles permettant l’interversion 
de limite et somme ; ils sont tous des conséquences directes du théorème de 
convergence monotone pour les sommes positives (8 2.2.3). 


Soient a(n) = one n = 1,2,..., des familles complexes som- 
mables. 


(1) Si les a(n) sont réelles et a(1) < a(2) <...,t ET, avec 
su an) < 00 
1e t(n) 


alors at = limn—wat(n), t ET, est telle que {at} est sommable et 
im > UE > re 


(2) Si les a(n) sont réelles et &(1) > «(2) >... > b,t ET, où b = {bi} 
est sommable alors at = limn_wat(n), t € T, est telle que {at} est 


sommable et 
Jim > te > at . 


(3) (Convergence majorée) Supposons que [a(n)| £< M;,t ET où M = 


{M} est une famille positive sommable ; si limn—o at(n) = &,tET, 
existe, alors on aura la sommabilité de a = {ax} avec 


Jim > at(n)= > at. 


DÉMONSTRATION 


(1) On a 
0 < (2) — (1) <a(3)-æu(1)<..., tET; 


si atp(n) — © (n — co) pour un to, alors Sy{at(n)—a(1)} — co (n — co) 
contredisant l'hypothèse que sup, D :,at(n) < co. 

En appliquant le théorème de convergence monotone (£ 22 0) 
{at(n) — a(1)};er on aura 


lim D ,{a(n) — a(1)} = ÿ_ {a — &(1)} 
t t 


d’où le résultat en se servant de la linéarité des sommes. 
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(2) On a 
Dai) RU) LOT 
avec b+ < at = lim ay(n) £ &(1),t€eT, d'où 


lat| < Jae(1)| +lbl, tET; 


donc {a} est sommable et, comme dans (1), on à 


lim D {be — at(n)} = S_{ — at} 
t t 


d’où le résultat en utilisant la linéarité des sommes. 


(3) Puisque la] <M,tEeT, {at} est sommable ; posons 


be(n) = supas(k) — &|. 


2n 
Alors 
0 < bin) < 2M4, HEMENT ENT 


et 
lim LG Led 


N— 00 


de plus, b:(1) > b:(2) > ... > 0,t € T. De (2) on conclut que 


T— 00 


lim ÿS b(n)=0, 
t 


d’où l'inégalité 


5 at(n) — De at 


LE teT 


< Ÿ_ Jan) - &| < Ÿ_ bin) 


teT teT 


donne la conclusion. + 


Comme pour les familles positives, la somme des familles complexes som- 
mables est invariante sous permutations. 

Soit ones une famille complexe sommable ; si x : T — T est une 
bijection alors re est sommable et 


Du=) a. 


HET HET 


La démonstration est immédiate à partir du cas positif ; on a d’abord 


Dal = le; 
t L 
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ce qui donne la sommabilité de {art} : ensuite, on démontre l'égalité pour 
a = {a} réelle en écrivant a = a* — a” ; finalement, on établit l'égalité pour 
a complexe en écrivant a = u + iv avec u, v réelles. + 


Soit ren une famille complexe sommable : il est clair que pour toute 
Daitie d'est {athieA sera sommable : de plus, si AN A2 = 9, A CT, 


=; 2, on aura 
De D ro. 
te A1UA) tE A: te A 


Le résultat suivant généralise cette discussion. 
PROPRIÉTÉ DE o-ADDITIVITÉ DES SOMMES. Supposons que a = {@&};er est 


une famille qui est positive ou complexe sommable. Soit A1, A2, ..., une suite 
de parties de T, deux à deux disjointes, et À = (|), An. Alors 


Luz 5 Da. 


tEA nEN* {E An 


DÉMONSTRATION 


Rappelons que 1g(t)=1site Bet 1g(t) = 0 sit € B°. Posons 


N 
ain) = &la,(t), b(N) = Ÿ at(n) = & lasu..uA, (t) : 
mil 


notons que 
LRU CN ECM) EURE 
N—0c0 
Maintenant 
N N N 
> DE DS = DD un) = > UN); 
n=ltE An n=lteA teAn=l tEA 


si les a > 0, {b(N)} y, est une suite croissante ; si a est sommable, [be (N)| < 
F7 . 

lael car bI(N) = & si t € A U---U An et b(N) = 0 sinon; dans les deux cas 

le passage à la limite suivante est justifiée : 


DIE QE Mo > im b4( (MENT + 


nEN* tE An Pn=1 tEAn AI tEA 
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2.2.5 Théorème de Fubini pour les sommes 


Soient T et U deux ensembles non vides ; on considère les familles a — 
{atu} indexées par T x U. Si a > 0 alors 


ÿ2 [= ns) Sa Œ ns) ue (2.1) 


tET \ueU uEU VET (tu)eTxU 


DÉMONSTRATION 


Supposons d’abord que >». u) Gyu = O0 ; alors pour tout N € N*,il existe 
une partie finie F de T x U que nous pouvons prendre de la forme F1 x F, 
F CT, F CU, telle que 


ue lu = DL D au N. 
(t,u)E Fi x F2 te Fi ue Fo 
Puisque 
> (Eu) Rs 
tET \ueU teFi ue F2 teFaueF 


on voit que 


ST mc 


tET uEeU 


On montre de même que D eu D 4er at,u = ©. Supposons que 20 u) tu = 
s < 00. Si F CTet F CU sont deux parties finies, on a 


D DR 
teFueFa (t,u)E F1 x Fa 
d’où 


» > us DE sup D tu KE 


FCU 


te Fi uEU teF te F2 
sup , D 7 =) D 7 <s 
MCT em \ueU der 


en laissant F; varier sur toutes les parties finies de T et F2 sur toutes les parties 
finies de U. 


D'autre part, pour tout € > 0, on peut trouver F1 C T, F> C U, deux 
parties finies telles que 


D — 5 dtyu 7? S—E, 


tEFiueF2 (tu)e F1 x F2 
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ES) D 


tET \ueU teM ue PF 


€ > 0 étant arbitraire, on aura 


De 


tET ueU 
d’où 
D 
tET ueU 
De même, on montre que D'eu Der au = 5. + 
La formule (2.1) reste valable pour a = {at,u } une famille complexe 
sommable. 
DÉMONSTRATION 


Par hypothèse, 


5 lai u | < ©; 


(hu)ETxU 


en appliquant le résultat précédant à |a|, on a 


» latsul = D > latul < co 


tetui-u ueU tET 
d’où 


DE eo en 5, veu 
ueU LET 


On en conclut que les sommes 


> tu ; > tu ; ) ) tu ; ) > t,u 


uEeU teT tET uEeU uEUtET 


sont bien définies. 

Si a est réelle, en écrivant a = a* — a, on vérifie la validité de (2.1) à 
partir de sa validité pour les familles positives ; finalement, si a est complexe, 
la validité de (2.1) découle du cas réel en écrivant a = u + iv (u, v réelles). 4% 


Un corollaire important de (2.1) est le résultat suivant : soient a = 
ee cb he, deux familles ; si a, b sont positives ou complexes 
sommables alors 


5 x) | Sa ) 2 atbu - (2.2) 


teT uEU )ETxU 
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En effet, pour a, b positives, (2.2) est une conséquence immédiate de (21) 
appliquée à la famille au = atbu ; si a, b sont sommables, on conclut d’abord 
de (2.1) que {latbul}(e u) SSt sommable d’où le résultat (2.2) à partir de la 


validité de (2.1) pour les familles complexes sommables. 


Notons un cas particulier de (2.2) qui nous sera utile : soit T = N; si 
a = {an}, b = {bn} sont positives ou compleres sommables alors 


n Te n 
Cn = agbn + ae oo anbo 6 
En effet, de (2.2), on obtient 
ñ n (j,R)ENXN 
Posons maintenant 
AC D ENE NE ETC Nr 


alors les À, sont deux à deux disjoints et 


NESNE OPA 
neN 


du résultat concernant la o-additivité des sommes (£& 2.2.4) on obtient 


ne ajbx = Die Ne, 


(,k)ENXN nEN An n 


ce qui prouve (2.3). + 


2.2.6 Remarques 


Les résultats des paragraphes 2.2.3 à 2.2.5 nous seront utiles surtout dans 
le cadre des séries Da 2n où les zh sont réels et positifs ou bien les z, sont 
complexes avec ÿ°, |znl < oo (autrement dit, pour les séries à termes positifs 
ou pour les séries absolument convergentes). Dans la suite, les mots «séries » et 
«sommes » seront utilisées interchangeablement ; traditionnellement, on parle 
des séries lorsqu'il s’agit des sommes sur les familles indexées par T contenu 
dans N et Z (quelquefois pour T € N ou Z4). Les sommes complexes sont, 
lorsqu'elles existent, «absolument convergentes» par définition, cette phrase 
étant utilisée seulement dans le contexte d’une série ÿ°,, 2n. La convergence 
(sans adjectif) est définie seulement pour les séries D. 2n (éventuellement 


Séries de nombres complexes 63 


pour Dn>no 2n» 0 € Z); l’analogue pour la convergence (sans adjectif) pour 
les sommes étendues sur des ensembles généraux ne sera pas développée ; cela 
pose des problèmes tout à fait nouveaux. 


2.2.7 Critères de convergence absolue 


Soit Dnen 2n une série complexe. Tous les critères de convergence abso- 
lue ou non-convergence absolue sont basés sur les remarques élémentaires sui- 
vantes : 


° D_n 2n est absolument convergente si |2n| < an, n > no, où Dh On < ©; 


° nn n'est pas absolument convergente si |z4,| > BPn > O0 où k1 < 
ko ee LOD EE = Co. 


Les démonstrations sont immédiates ; pour pouvoir appliquer ces critères, 
il faut avoir quelques exemples de séries à termes positifs qui sont convergentes 
ou qui sont divergentes. Voici quelques exemples simples et supposés être con- 
nus : 


« (Séries géométriques) an = 0", n EN, 


DEL jo s0<6<i 
= CO 61 611. 


ean=n ?P,neN (pe R), 


ME 
_ = ul 


Rappelons une méthode efficace pour établir cette affirmation ; il suffit de con- 
sidérer le cas p > 0 où 
n+1 
m+n7< / Rene Un 1. 
n 

d’où l’on montre que la convergence de 3,1 n°? équivaut à celle de de t”Pdt; 
puisque t”? possède une primitive connue (t P#*1/(-p+1)sip%#1,Intsip=1) 
on vérifie immédiatement que 


1 
98 — SD 0 
| ra re si p 
1 


00 SD <d. 


Ce procédé est très utile aussi pour obtenir les estimations des sommes partielles 
mP+..+(m+k) ?. 
La théorie classique des séries à termes positifs contient beaucoup d’autres 
exemples plus subtils ; nous en invoquons quelques-uns dans les exercices. 
Déjà les séries géométriques nous offrent deux critères très utiles. 
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CRITÈRE DE CAUCHY. Soit 


2 = Tin sup[zn| /" à 
N— OO 
si L < 1, alors 5, zn converge absolument ; si L > 1, alors lim sup, [2n| = 
00 et ÿ y 2n diverge. 


DÉMONSTRATION 

Si L < 1, il existe un À tel que L < À < 1 ; puisque supe>n|2k|/* décroît 
avéc.n et — ne cup er) 1e À (8 2.2.2), on peut trouver no tel 
que 
, KZ2no;, 


dou En. comme )-1, MAIS 00. 
Se 1, il existe un À tel que 1 < À < L; de la définition de limite 
supérieure (8 2.2.2), on a 
lzef 75 En 


pour une infinité d'indices & = k1 < ko < ..., d’où [ze| > XF, & = k1, ko, ...; 
puisque ÀË — oo (& — œ) on aura limsup|zn| = © et la divergence de 


D nn: + 


REMARQUE. Notons que nous avons établi pour L > 1 non seulement la non- 
convergence absolue de 37, 2n (c’est-à-dire )°, [2n| = co) mais en fait la diver- 
gence de ÿ},, Zn Car 2n 7+ 0 lorsque n — co. On verra dans la suite beaucoup 
d'exemples des séries telles que D), |2n| = oo maïs }}, 2n Converge. 


Si L = 1, on sait que l’on ne peut rien dire de décisif sur la base de cette 
seule propriété. Par exemple, si 2 =n ?P, L=1 . limn—00 n1/7 = 1) pour 
tout p réel ; or si p > 1, la série converge et si p < 1, la série diverge. 


CRITÈRE DE D’ALEMBERT. Supposons que 2n # 0 pour n > no et que 


Zn+1 
Zn 


JL = jo 


T— CO 


existe 


où 0 < L < oo ; si L < 1, alors }!,, 2n converge absolument ; si L > 1, alors 
liMn—co |2n| = 00 et )', 2n diverge. 


DÉMONSTRATION 


Si L < 1, on choisit un À tel que L < À < 1 ; alors il existe N € N* tel 
que 
Anti 
2n 


So) >. 


On en déduit par récurrence que 
k 
[znæxl < Alznl. k=1,2., 


d’où la convergence de 57, [2n| si L < 1. 


Séries de nombres complexes 65 


Si L > 1, on choisit un À tel que 1 < À < L ; alors il existe N > no tel 


que 

Zn+1 

Em ON NN. 

2n 
d’où 
ke 
lzn+el > ant, le 

cequi prouve que Mn 211 costL 1. + 


Un procédé efficace pour l'étude de la convergence de Sn l2nl est le sui- 
vant : on détermine une suite {an} telle que an > 0 pour n > ng avec 


PO D GES CON, LR) co SERRE OP 
na ce. 


En effet, si L < co, il existe N > no tel que 
RACE NO Ne 


d’où »}, |2nl < co si D, an < co ; si L > 0, il existe N > no tel que 


VW 


[nl > 3 an, nm NN, 


d'OS Er CO 0 
Par exemple, la série 57, zn avec 2n = nz/(1+n°), n € N, converge 
absolument pour tout z € C car 


la série 3, 2n avec 2n = (z+n2?)/(1+n+n°), n € N, est non absolument 
convergente si z £ 0 car 


Drm et lim = 14? > 0 20: 


Ti — O0 
pour — 0,2; — Dpourtoumm € Ne /2,|— 0: 


2.2.8 Convergence des séries 


L'étude de la convergence d’une série réelle ou complexe D Zn qui 
n’est pas absolument convergente est souvent difficile. Nous donnons ici un 
procédé utile basé sur le lemme algébrique suivant. 


66 Fonctions holomorphes définies par des séries entières 


LEMME DE SOMMATION PARTIELLE D'ABEL. Soient {an}, {bn}, deux suites 
de nombres completes, n € N ; posons An = a9 +:::+ an, n > 0 ; alors pour 
HIDE Aron a 


n+k n+k—]1 
D ab, = DOM A (D; dun) Anbnii + An kbnte (2.4) 
j=n+l j=n+1 
DÉMONSTRATION 


One spourionut 70e 
ajb; = (A; _ A;—1)0; = A;(b; _— b;11) = 0 LEE 
= A;j(b; —b;}1)+r; -r; 1 


où r; — A;b;41, j > 0, puisque Dante —Tj-1) = Tn+k — Tn, On obtient 


n+k n+k 
D ab; = » À (dj — bj41) + An+kbn+k+1 — Anbn+1, 
set nil J=n+1 
ce qui équivaut à (2.4). + 


Pour la suite nous écrivons 
Zn = Anbn, An =a0+::+an, nEN, 


où les an, bn sont des nombres complexes. 

Une conséquence immédiate de (2.4) est le critère principal de con- 
vergence suivant : De Anbn converge si 20 An(bn — bn+1) converge et 
hines Anh ériste,. 

En effet, avec n = 0 et k — co dans (2.4), on aura 


CO (ee) 
Da5b; = D, A;(bj — bj#1) — Aobi + lim Ann. + 


ren 


On en déduit les critères suivants. 


CRITÈRE D’ABEL. Supposons que D), an converge et que {bn} est une suite 
réelle monotone (croissante ou décroissante) bornée ; alors $\,, anbn converge. 


DÉMONSTRATION 


En effet, ici {An} est une suite bornée (car convergente) et 


Ÿ_ bn — nil < co, 


nm 


Séries de nombres complexes 67 
car si {bn} est croissante et limbn = bon a 
Ÿ_ bn — bnx1| = im os — bn) = b — bp < © 
n2>0 n=0 
et si Ha) est décroissante on a 
D ln — bny1| = im 26 n — bn+1) = bp —b < ©. 
n20 


Si sup, |[Anl= M <ce, 
D Ann — bn+1)| & M SÙ lb — bn+1l < 00 ; 
n2>0 n>0 


d’où le critère principal précédent donne la convergence de D nanbn. + 


CRITÈRE DE DIRICHLET. Supposons que la suite des sommes partielles {An } 
de Ÿ'n an est bornée et que la suite {b, } est une suite réelle monotone tendant 
vers zéro ; alors ne Anbn converge. 


En effet, par le même raisonnement que précédemment, on à 
1} 
de plus, limn-,0 Anbn = 0, d’où le critère principal donne la convergence de 


De nombreux autres critères peuvent être déduits du critère principal ; 
nous en indiquons deux brièvement. 


CRITÈRE DE LEIBNIZ. Soit {an} une suite monotone de nombres réels tendant 
vers zéro ; alors Dee) converge. 


Il suffit de prendre an = (—1)", bn = an dans le critère de Dirichlet. 


Du critère de Leibniz on voit que les séries 
O9 (ee) O9 
D D LE 
. n 
R=il nl n=2 


sont convergentes sans être absolument convergentes. 


CRITÈRE. Si 57, [bn — bn+1| < oo et si ÿ}, an converge alors Ÿ\, anbn con- 
verge. 
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Il suffit de voir que Ÿ},, [bn —bn+1| < o entraîne que lim b, existe à cause 
de la relation 
bo — bn — (bo — bi) +-:: + (bn-1 — bn) 


et appliquer ensuite le critère principal. 


2.2.9 Différence entre convergence et convergence absolue 


Soit >, 2n, n € N, une série complexe absolument convergente ; on a vu, 
dans le contexte plus général des familles sommables, que ÿ',, 21 possède les 
propriétés suivantes : 


° D n2r(n) converge pour toute permutation x de N et on à X Zr(n) = 
n 2n ; 
+ toute sous-série de ÿ}, 1 est convergente (évidemment, absolument), 
c'est-à-dire D, Zk(n) converge si &(1) < k(2) < 


Une série ÿ,, Zn, qui converge mais non absolument, ne possède aucune 
de ces propriétés. Plus précisément, on peut énoncer la proposition suivante. 


Les trois conditions suivantes sur une série complexe Ÿ°,,-0 2n sont équi- 
rs 
valentes : 


(1) Sn 2n est absolument convergente ; 
(CEE Zm(n) Converge pour toute permutation r':N—N; 
(3) toute sous-série 3h51 2k(n) converge où 0 < k(1) < k(2) < 


DÉMONSTRATION 


Il suffit de faire la démonstration pour le cas où les z, sont réels. On a 
déjà vu que (1)=(2) et (1)=(3) ; démontrons que (2)=(1) et (3)}=(1), ceci 
établira l’équivalence entre (1), (2) et (3). 

(3)=(1) Posons zf = max(2n, 0), 24, = max(—2n,0) ; (3) entraîne que 3, zx, 
nn convergent ; en effet, posons 


MEN 20 UE) HO) A 
NE 0) NERO EE 


il est clair que ÿ}, zŸ converge si et seulement si ÿ, Zk(n) CONVerge et que 
D, convie slet eulemeut no Zk'(n) converge et (3) garantit la conver- 
gence des séries }}, Zk{n); Zn 2k'(n): Puisque |2n) = zŸ +2, on conclut que 
Dec 

(2)=(1) On va procéder par contradiction ; on va démontrer que si (1) est en 
défaut, alors il existe une permutation x telle que ÿ', Zr(n) diverge. Puisque (1) 


est en défaut, une des deux séries »., z ou Sn 2n est divergente ; supposons 
que >, 2 eco nn = © étant analogue ; noter que les 2 0 
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Nous définissons &(1) < &(2) < ... et k'(1) < &/(2) < ... comme ci-dessus : 
alors les ensembles {k(n) : n > _ et {k'(n):n > 1} sont disjoints et 


N = {&(1) < …}U {# (D < EC) <..} 


AVEC Zn) 2 0, Zfn) < 0, n > 1. Puisque … = 00, On à aussi 
n Zk(n) = 00. Nous définissons nj < m2 < ... par récurrence comme suit : 
soit n1 > l tel que 


0) +. + Zk(n1) + du) _ il : 
n1 existe Car D», Zk(n) = © ; de même, il existe n2 > n1 tel que 


Zk(n141) EE ZE(ne) À 42) > L; 


Si A1] <n2 <...< n; sont définis, on choisit nj+1 > n; tel que 


Fk(n+1) À k(nita) À Gi) > 


On a 
NN TOP LUS 


B: — LÉO) Lo) (Cire rh — — {k( Die: 0e on) Hp sé 


B\ contient n1 + 1 termes, B2 contient n2 — n1 + 1 termes, etc. Soit x : N — N 
définie comme suit : 7 est une bijection des entiers dans [0 , n1] sur B1, ceux de 
[n1+1,n2+1] sur Bo, etc. ; alors x est une permutation et la série D 2 Zr(n) 
est divergent en effet, si 5n = Zm(0) ++ Zr(n)» On à que 


D ES le 
d’où la non-convergence de la suite {sn}, et donc la divergence de ÿ;,, Zn(n). Ÿ 


Par un raisonnement similaire à celui donné pour la démonstration de 
(2)=(1), on peut démontrer un théorème plus complet attribué à Riemann : 
Si )}n 2n est une série à termes réels qui est convergente sans être absolument 
convergente, alors étant donné s € R il existe une permutation x : N — N telle 
HER Zr(n) = s- Riemann indique cet énoncé et sa démonstration dans un 
paragraphe succinct de sa Habilitationsschrift présentée à l’Université de Gôt- 
tingen en 1854 « Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonome- 
trische Reihe » et publiée après sa mort en 1867 (voir « Œuvres de Riemann», 
p. 267 de l'édition 1990 chez Springer-Verlag et Teubner). L'analyse de Rie- 
mann montre que la différence entre la convergence et la convergence absolue 
était parfaitement claire pour lui : déjà Cauchy dans son «Cours d'Analyse » 
de 1823, p. 149, est conscient d’une certaine différence entre les deux types de 
convergence ; à ce sujet, il donne un exemple que nous discuterons ci-après. Une 
discussion détaillée du théorème de Riemann est donnée dans [23, p. 319]. Une 
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généralisation complète du théorème de Riemann au cas des séries complexes 
(et plus généralement aux séries à termes vectoriels, à valeurs dans un R7) 
était donné en 1913-1916 par Steinitz ; pour les indications bibliographiques et 
pour d’autres détails à ce sujet voir [31, vol. 1 pp. 22-24]. 

Les séries qui sont convergentes sans être absolument convergentes s’ap- 
pellent aussi semi-convergentes dans plusieurs ouvrages français. Du point 
de vue des développements récents concernant les séries à termes vectoriels (à 
valeurs, par exemple, dans un «espace de Banach »), il convient de distinguer 
entre trois types de séries D, 2n : 


(i) séries convergentes ; 
(ii) séries absolument convergentes ; 


(iii) séries commutativement convergentes, celles qui ont la propriété que 
De Zr(n) COnverge pour toute permutation 7 : N — N. 


Pour les séries complexes, nous venons de voir que (ï) et (ïüï) décrivent les 
mêmes classes de séries ; pour les séries à termes à valeurs dans les espaces 
vectoriels de dimension infinie, c’est la classe des séries commutativement con- 
vergentes qui jouit des propriétés intéressantes (par exemple avoir toute les 
sous-séries convergentes) ; pour une vaste famille d'espaces de dimension in- 
finie (ceux appelés «espaces de Banach»), les séries absolument convergentes 
forment une petite partie des séries commutativement convergentes. La ter- 
minologie utilisée en anglais pour les séries commutativement convergentes se 
traduit par inconditionnellement convergentes (unconditionally conver- 
gent series). 

Un autre point de différence entre les séries complexes convergentes et 
celles qui sont absolument convergentes est visible dans la discussion autour de 
la formule (2.3) concernant la multiplication des séries ; rappelons que (2.3) est 
valable pour les séries complexes sommables (c’est-à-dire les séries complexes 
absolument convergentes). Pour voir les difficultés que l’on peut avoir avec (2.3) 
pour les séries «simplement » convergentes, considérons la série 


('e re. co Œna 
2 Er ip (p > 0). 


Par le critère de Leibniz, nous savons que la série est convergente pour tout 
p > 0, la convergence absolue étant vérifiée seulement pour p > 1. Essayons de 
calculer (5), an)” par (2.3) ; on aura 


re LL 
Cn = Das = (-1}" Dane +l)n-k+1)}}?, nen. 
k=0 k=0 
Notons que 
le El 
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car (de l'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique) 
on à 


HD en). (+) 


donc si 0 < p < 1/2, cn 0 (n — co), ce qui prouve que Ÿ;, en est une série 
divergente et que (2.3) est inapplicable. Si p > 1, (2.3) est applicable car alors 
Dnlanl < c ; en fait, on peut démontrer par une analyse plus fine que déjà 
pour p > 1/2 la série ÿ}, €n converge et [5, pp. 92-94] : 


nm 


(Eu) Le. 


L'exemple p = 1/2 était donné par Cauchy dans son « Cours d'Analyse » comme 
contre-exemple à la formule (2.3) dans le cas des séries non absolument con- 
vergentes ; Cauchy n'utilise pas cette terminologie. 


2.2.10 Exercices 
Dans la suite, n € N si rien d’autre n’est spécifié. 


Déterminer la limite supérieure et la limite inférieure des suites réelles 
suivantes : 


) 
) “e 

(ii) {-0" (à += L )} | 
) 

(v) {2+nt-0°}. 


Supposons que {an}, {bn} sont deux suites réelles telles que an < bn 
pour n > no ; démontrer que liminfan < liminfbA, lim sup an < lim sup bn. 


Soit {Ga à une suite réelle ; démontrer que 
liminfan = — lim sup(—ah) 
(avec la convention —(o0) = —00, —(—00) = co). 


Soit {an} une suite réelle telle que 4. — D, © NN démontrer que 
lim sup(1/an) = 1/liminfan (avec la convention 1/0 = co). 
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Soit {an} une suite réelle telle que an > 0, n € N; l’objectif de cet 
exercice est d'établir que 


: a 
lim sup ui < lim sup His 
An 
RE 1 a Îl 
lim inf su > lim ane 
en raisonnant comme suit : soit a = limsupan+1/an ; Si & = ©, la première 
inégalité est immédiate ; si a < co, & > @ alors an+1/an < @,n > N d’où 
ER à 1/n : 2s 
ENLES œ'Fan, k > 1: on en déduit que limsup Eu < a! d’où la première 
inégalité ; la seconde inégalité se démontre de manière analogue. En conclure 
que Si lim, œûur+1/0n — à existe (0 << co) alors him, al/n — 
existe. 


[6] Soit « > 0 un nombre irrationnel; pour n = 1,2,..., posons an = 
(na) = la partie fractionnaire de na (on à 0 < an < 1,na = kn+an, kn = [na], 
le plus grand entier inférieur ou égal à na, donc ici, kn < na < kn+1). L'objectif 
de cet exercice est d'établir que les points d'accumulation de la suite {an}n> : 
forment l’ensemble [0, 1]; donc limsupan = 1, liminfan = 0. On raisonne 
comme Suit : 


ONE 0 Sn nt q las à, lee. 

(ii) Ve > 0, Tn t.q. 0 < an <eou0<1l—-a; <E;: 

(ii) soit r comme dans (ii) ; si 0 < an < 2an < ... < Nan < 1 ou si 0 < 
14, 2Ü-a,)e 2NU= 0) <donatas = DE 
conclure que pour tout x € [0,1], 3ain t.q. |T — atn] < €. 


Etudier la convergence des séries suivantes : 


HR 20 
Gi) Dn>1 1/(an + b}? (a, b, p > 0); 
+. SM | | 
it >» (n + 2)(n +3) ? 
(iv) nu nn e 
(v) Za>21/(nn)° (p > 0); 


n>0 
CURE NEC ENDE 
(vit) En (Va = vr = 1)/n. 


Soient {ai}, {b}, t € T, deux familles positives telles que 3°, at = 0, 
D be = oo. Démontrer que D}, max(as,b;) = © ; que pouvez-vous dire sur 
DL min(a+, b+) w 
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[9] Soient re rs es deux suites de nombres réels strictement positifs avec 
n An — 00. 


(i) Démontrer que 


D @ si SUP bn < © 


(Si SUPy An < 00, an/(an + bn) = Wn > constante : an, R > no: sinon 
Un 7 0.) 


(ii) Soit {en} une suite réelle strictement positive : démontrer que 


D Ga ne 
à a — ne , Ê 
de n ua ie Œ re 


n TL 


a 1 
b > Te id —= t ' 
( ) . DR CO SI - Fe CO € nes 


(Pour (b) Star en eu, — 4 (07 ba.ci) conctaute.#, C0d.C. 
wn > constante : 1/cn.) 


Soit {an } une suite complexe ; démontrer que la série ag + (a — ao) + 
(a2 — aj) + -:- converge si et seulement si limn an existe. En déduire que si 
», lan — an-1| < © alors limx an existe. 


La série ag —ag+a —aj+a2—-a2+::: avec an € €, n > 0, converge si et 
seulement si an — 0 lorsque n — c ; elle converge absolument si et seulement 
si 3, ant < 00. 


(i) Toute série, à termes positifs, divergente, est de la forme 
Don 1) ne CEE SENS 
ON MON MN ee; 


(ii) Toute série, à termes positifs, convergente, dont les termes ne sont pas tous 
nuls à partir d’un certain rang, est de la forme 


ce 
Po P1 P1 P2 


où 0 < pg <P1<..., liMn Pn = CO. 
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Soient {an}, {cn} et {dn}, des suites de nombres réels strictement 
positifs avec ÿ 7, Cn < ©, > y dn = ©. 


(HS SbOUUITENRenN 


GUN 
Cat < SES n > Ne, 
An Cn 
SD ANNEE ver 
(ii) Si, pourun NE N, 
a d 
Sn 
An dn 
Alors >}, an — co. 
(Pour (i), {an/Cn}nsn est une suite décroissante d’où a > 0 t.q. an < @Cn, 
a lou) {an/dn},>n est une suite croissante d’où a > 0 t.q. 
GA GG) He ON) 
Soient He {bn} et {dn}, des suites de nombres réels strictement 
positifs avec D}, dn = 00. On a le critère de Kummer : 


(i) Si, pourun NE Net un nombre p>0,ona 
an 


bn— "bn >p>0, n>N, 


Anse ue 
(ii) Si, pourun NEN ona 


| 

S 
à 
VW 
Z 


alors ÿ},, An = 00. 


((ii) est immédiat (Ex. 13 (ü)) ; pour (i), wa = anbn — an+10n+1 > anp > 0, 
ù > IN: GE D n>n Un < © on conclut que De On € ES CAT an € p_ lun, 
ne De) 

(Notations de l’exercice 14) En prenant (pour n > 2) by = n — 1 dans 
l'exercice 14 (i) et dn = 1/(n — 1) dans (ïi), on obtient le critère de Raabe- 
Duhamel : 


; a 
D an < 00, si, pour un a > letun NENn(1-t#t) 20,1 2 Ni: 
an 


n 
a 
Jr, si, pour un MEN, n(1- #1) UE er 
nm An 
En particulier, si limn-,00 N(1—an+1/an) = 5 Existe los a “eos 2 1 
EU), Gn — COS DIN See (CEE 
un < CO ;S4r —=l/ninn, 1-2 verntienque L—INavee DA a = 00. 
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(Critère de Gauss) Soit {an} une suite de nombres réels strictement 
positifs telle que, pour un N € N°, 


An+1 E On 
7. n n° 


oùp>l,ae€eRetsuph>n {Bal < co. Alors }’, an < œosia > let), an = co 
si à < 1. (Noter que 
a 
lim n(i- tt) = 
n—00 An 


d’où le résultat si à £ 1 d’après l’exercice 15 ; pour à = 1 utiliser l’exercice 
14 (ii) avec 1/dn = (n — 1)In(n — 1), n > 3, en vérifiant que 


GED phone, — (5)  ehhot (= Me 


) 2 1. 


e _a(a—1)::"(aà—-n+1) 


nm 


On établit que D), |znl < oo si Rea > Ooua=0 et 3}, [za] = © si Rea < 0, 
a £ 0 (pour a = 0, 2n = 0, n > 1) en raisonnant comme suit : soit 


on vérifie que 


2 
1—- {al +2n(1+Rea 
Le 1 PL Re) cl ner PC Rec, 


n(1l = Tn) = us re (n j A n— 00 


l'exercice 15 donne le résultat si Rea #0; siRea=0,a%#0,a=it,te R* et 


Cr n? à 


on vérifie que 


1 2 2 
1 n° Le n b 
2 
he) — TE) 
fe (rs 1+2) LS f( +) | n(n +1) 2 


lorsque n — © ; l'exercice 16 permet de conclure. 
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(Abel-Dini-Pringsheim) Soient an > 0, An = a9+::+@n, )}n An = CO. 


On établit : 


(i) See he 
An-1 An 
n>1l n 


an - 

(ii) D — “001 p 01 

p—1 
n>1 AnAn_1 


HOUR an/Ah < © ou = co selon quep>loup<« 1. 


(Pour), 
n . 
DL °5 . À (An — Am-—1) = 1 - Âm=1 — 1 lorsque n — 00 
1) 12 An-1 
IJ=mM 
donne le résultat. Pour (ïi), 
ren = + 
AnAn-1 An An 


donne la convergence pour p = 2 donc pour p > 2; pour 1 < p < 2, on établit 


il 
on ne (SR EUR 


d’où 
1 A, Il 
et 
25 = E L An-1 
pl  4p—l p—1 
An A 45 1 AnAn_1 


ce qui donne la convergence.) 


> 1 1l 1 
SAVE TS 


Soient an > 0, Dh On < ©, Tn = An + Gnt1 +, n E N\; on établit 
que D, an/Th < © ou = œ selon que p < 1 ou p > 1. (Pour la divergence, il 
suffit de considérer le cas p = 1 et alors la méthode de l’exercice 18 (i) donne 
le résultat ; noter que rn > Tn+1 > ..., An = Tn — Tn+1, et que rn < 1 si n est 
grand. Pour la convergence, lorsque 0 < p < 1, on écritp=1-Ee 0 <Ee<l, 


et on note que 


An _Tn —Tn+1 
He a 


ce qui donne la convergence car Tn — 0 (n — oco).) 
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: 2 mr. 
Soient an, bn € C; si lee) < 06! 5. < co, l'inégalité de 
Cauchy-Schwarz donne 5°, |anbn| < co. On en déduit que si Dnldalee 00 
alors les séries suivantes sont convergentes : 


See > En D lan |? r 
= nün+ ; _ ; 2 n1/2+p ; p : 


n>1l 


(On peut aussi utiliser l'inégalité élémentaire [anbn| < (1/2) (lan|? + |bn|?).) 


Soit Aamn = man 8, (m,n) € N° x N° ; vérifier que ». mn < OO 
si et seulement si & > 1,8 > 1. 


Soit amn = (m+n) *,(m,n) € N° x N' ; vérifier que L (mn) 2mn < 
© si et seulement si & > 2. | 


On établit : 


=. | _ sin(n+1/2)r 
An(t) = 9 Se Due DCE 


LS cos(=) — cos(n + 1/2) 
Et ÿ. Sin VT = DRE 


sin € N* et x & 2rZ en utilisant les formules 


D = ne : 
in ES NET 5 
2si - INPPERCOS : cos ail 
l _— n pe DL — — — _— : 
ny TS >] © 7er 


On a donc : 
il il 


) |Bn(z)| < 


si L 
in—z 
2 


1 
2 Sin — 
se; # 


An(æ)| < 


six  2r2,n > 1; d’après le critère de Dirichlet les séries 


O9 OO 
5 b,, cos vx, D b,, sin vx 
H=il r=) 


convergent pour x € 27Z dès que D est une suite réelle monotone ten- 
dant vers zéro (par exemple, b, = 1/n ou 1/4/n ou 1/In(n +1), etc.). 


# *T # * # La 
Démontrer que }y11"/n est une série convergente. Plus générale- 
ment, 5,51 1"an est une série convergente si {aA} est une suite réelle mono- 

# 
tone tendant vers zéro. 
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Soit 5, an une série complexe convergente (n € N°) ; alors les séries 
suivantes sont convergentes (d’après le critère d’Abel) : 


Dion, Dom Xiti) 
— An ; TL ER 5 Ex n: 
nt ne) li n>l de 
Soit 2nn € € où (m,n) € N° x N°; si 

lëmnl <m-%n=f pouruna>letunB>1 


ou si 
21e +n) pour un & > 2 


alors 2. Zmn est sommable et 
(ee GO [e,e] (ee) 
DD mn= D), >, #mn. 
m=iln=l nl 


Soit 5}, 4n une série complexe convergente ; soit 
DEEE on Ne 0 


et 


ER 


nj LN<Nj+1 
Démontrer que 3°;,9 A; est une série convergente et 57; À; = 5, an. 
La série 1—1+1—1+:--est divergente mais la série (1—1)+(1—1)+:-: 


est convergente. Avec la notation de l’exercice 27, ceci montre que Se À; peut 
converger sans que ÿ}, 4n soit convergente. 


Considérons les séries suivantes : 


oi D à _ 1)" 
CONS no =) Ge _— l n21; 
mil 


. D = 
De pren 
Pl 


où x : N° — N° est une permutation appropriée ; 


_ ei Den = 
DE lO ES se 


Où bn = 1/(2n —1)—1/(4n —-2)—-1/4n,n > 1. 
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D'après le critère de Leibniz, (i) converge ; soit a la somme de (i) ; vérifier que 
1/2 < a < 1 (on verra que a =In2) et 


nt D \ 1 
RE 0 


donc la série (iii) est absolument convergente ; soit b la somme de (ïii) ; vérifier 
que b = (1/2)a en utilisant l'exercice 27 comme justification. Démontrer que la 
série (ii) converge, ayant la somme b, en raisonnant comme suit : soit 


Sn = Qx(1) + °°" + Ar(n)» Te 


On à 53n = bd +---+bn — b (n — co) et s3n41 — b, s3n+2 — b lorsque n — co 
d’où 5n — b (n — ©). 


Cet exercice «explique» le «paradoxe» suivant : 


No Rat me ee ln 
VER TIC, 10000 
OR 1 es 1 
= = = — RE — = — _ — ___—— .. = — ll, 
do Ne: 14 FE 7 ) 2 


L’explication est simplement que Y, an À y Gr(n) ; aussi, il n’y à aucun 
paradoxe car ÿ;, an est convergente sans être absolument convergente. 


(i) Soient an > 0,n € Net A(x) = Xy>oant" < © pour 0 < x < 1; 
démontrer que 


(üi) Soit an = (-1)",n € N; vérifier que 


1 : 
A@)= D (= sire]-1,1| 
n>0 


et que limx_1 A(x) = 1/2 alors que 5,(-1)" ne converge pas. 


(Dans la suite, on verra que (i) reste vrai pour an € C, ÿn An convergente 
(théorème d’Abel).) 
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Démontrer les formules suivantes. 
(i)Soitas(n)>0oùkeN 712", 


» lim inf ag (n) < lim inf DE ag(n). 
k>0 k>0 


(ii) Soient ag(n) = 1/n si0 <k<n et aç(n) =0sik>n; alors 


Smet lim ay(n) =0pourkeN, 


et 


ÿ lim ag(n) < Jim 5 ag(n). 


k>0 k>0 


(ïi) Soient ag{n) = 2, an+ifn) = —1, ag(n) = 0 si & £ 0 et k À (n + 1) avec 
= 12, alors 


Dane mean) =0Nsir 20 


ADS) 
k>0 


et 


= » Jim” ag(n) > Jim 5 ag(n). 


k>0 k>0 


Soient Gm,m = l; Amm+1 = —1(Mm=1,2,...); amn =0sin £met 
n£m+l(n=1,2,...). Vérifier que 


- = no 
Dümn=0,m>1, Demn= {5 Lu 


En conclure que 
O0 O0 OO OO 
D D ann =0# 32 D am = 1. 
nn il n=lm=l 


Noter que }'n n lam,nl = © et que le théorème de Fubini pour les sommes 
(8 2.2.5) n’est pas applicable. 
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2.3 SÉRIES DE FONCTIONS COMPLEXES 


2.3.1 Introduction 


Dans cette section, nous considérons les séries 57, an(z) où les an sont 
des fonctions complexes définies dans une partie À de C. En supposant que 
Sn an(2) converge pour z € À, on peut poser 


a(z)= Dan(r), 2€ 4; 


alors les questions suivantes sont naturelles et importantes : 


e si les an sont continues, quand peut-on affirmer que a est continue ? 
e si les an sont holomorphes, quand peut-on affirmer que a est holomorphe ? 


«si a et les an sont holomorphes, quand peut-on affirmer que a'(2) — 


Znan(z)? 


Dans cette section, nous abordons la question de la continuité de a ; dans 
la suite, nous traiterons les deux questions concernant l’holomorphie de a. Nous 
indiquons ici brièvement une condition simple mais importante qui garantit 
une réponse affirmative à toutes les trois questions : 51 [an (z)| < An, z € À, 
et) han < ©, alors a est continue (holomorphe) si les an sont continues 
(holomorphes) et a'(z) = 3), an(z), z € À, si les an sont holomorphes. Nous 
démontrerons complètement cette affirmation dans la suite. Faisons pour l’ins- 
tant une remarque rassurante , même s’il arrive très souvent que a soit discon- 
tinue bien que les a, soient continues, il est fort rare que (dans le domaine À) 
a soit non holomorphe alors que les a, sont holomorphes. Néanmoins, de tels 
exemples existent [31, vol. II, p. 243] mais nous ne les discuterons pas. 


La plupart des applications immédiates, que nous avons en vue, concer- 
nent les séries entières où 


ne) Ur (z — 2)" : 


pour ces séries, nous donnerons des réponses assez complètes aux questions 
posées. 

Evidemment, les mêmes questions se posent au sujet des familles som- 
mables 5), a(z) ; les fonctions a définies par a(z) = ÿ, &(z) lorsque t parcourt 
Z? sont importantes dans la théorie des fonctions elliptiques. Dans ce livre, nous 
n’aurons pas l’occasion de nous servir des sommes )},æ&(2) autres que les sé- 
ries indexées par N ; néanmoins, nous indiquerons quelques résultats qui sont 
parfaitement analogues à ceux concernant les séries. 
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2.3.2 Convergence uniforme 


Soit X un ensemble ; soit fn : X — C, n € N. On dit que { fn} converge 
uniformément vers f dans X où f : X — Csi 


lim { suplfn(e) _ fa} —(. (25) 


n— 00 ZT 


Cette définition est généralement exprimée comme suit : { fo) converge unifor- 
mément vers f dans X si, pour tout € > O0, il existe un ne € N (ne dépend de 
e mais il ne dépend pas des x € X) tel que 


Hé rales sienne (2.6) 
Si pour g: À — € nous écrivons 


gl} x = sup [()|» 


alors (2.5) s'écrit comme 


im ln — fl = 0: 


T— 00 


on vérifie facilement que les conditions exprimées par (2.5) et (2.6) sont équi- 
valentes. 

Notons que la convergence uniforme de {fn} contient l'affirmation que 
{ fn} converge ponctuellement ou simplement dans X, c’est-à-dire que 


HG in PTE 


existe ; on verra des exemples où { me converge ponctuellement sans converger 
uniformément. 

On démontre facilement ce qui suit : {fn} converge uniformément dans 
X si et seulement si | Fr — fall x — 0 lorsque m, n — co. On exprime cette 
dernière affirmation en disant que er converge uniformément dans À si et 
seulement si { fn(t)},en est une suite de Cauchy uniformément en x € X', ce 
qui veut dire explicitement que, pour tout € > 0, il existe n. € N tel que 


[fm(z) — fn(x)| <e, TER, m,n 2e. 


Nous donnons maintenant une proposition générale importante concer- 
nant la Convergence uniforme ; nous énonçons celle-ci pour X € € mais ni 
sa formulation ni sa démonstration ne changent sauf en ce qui concerne les 
notations, si X € RM et si fn : X — R\. 

Dans la suite nous écrivons 


În — f uniformément 
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(en ajoutant éventuellement «lorsque n — >») s’il est clair dans le contexte 
qu'il s’agit de 

dim fn(z) = f(x) uniformément en x € X 
où X est le domaine de définition des fonctions fn, f ; c’est ce que nous avons 
exprimé ci-dessus par la phrase : {f,} converge uniformément vers f dans X. 


Nous écrivons 
În — f lorsque n — © 


pour indiquer que { fn, converge ponctuellement vers f dans X où X est le 
domaine de définition des fn, f. 


2.3.3 Proposition 


Soit fn: A—C,nenN, ACC ; soit a un point adhérent à À. Supposons 
que : 


(JON CONS LT oO mmEMmenTen ea 
TN — CO 
ftihlim fi(=ArEeC ren 
Z2—@ 
Alors, limz_a f(2) et limn-,oo Àn existent et sont égales ; autrement dit, 
les deux limites itérées suivantes existent et sont égales 
Te | 
nn nn LE 
DÉMONSTRATION 


Ecrivons fn(z) = f(2) + gn(z) et démontrons d’abord que lim;_a f(z) = 
À existe. En effet, 


[f(2) = f(w)| < | fn(2) Fr fn(w)| di [9n(2) oi 9n(w)| 
nous permet d’affirmer que pour tout € > 0, il existe 6 > O0 tel que 
He Amie 


dès que z, w sont dans B(a;6)N À ; il suffit de choisir no tel que Ion || 4 < e/4, 
n > no (ce qui est possible à cause de la convergence uniforme de f, vers f) et 
de choisir ensuite 6 > 0 tel que 


lfno(2) — fno(u)| < 3 


si z, w € B(a;6) "N A (ce qui est possible car limz_ fno(z) existe). Ainsi, 
l'existence de lim,_a f(z) = À est établie ; on en conclut, grâce à l'hypothèse 


(ii), que 
lim 9n(z) = lim fn) — lim f(x) = An — à 


existe. Pour un € > 0 donné, soit N € N tel que 


enfl4 = sup) -fal<e, n>N; 
AE 
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alors 
[\n — À| = lim |9n(2)| Sen. 


ce qui prouve que Àn — À lorsque n — co. + 


COROLLAIRE. Si fn: A—C,neN, ACC, sont continues au point a € À 
et fn — f uniformément, alors f est continue au point a. 


En effet, 
im f(2)= lim lim fn(z) = lim lim fn(2)= lim fn(a) = f(a) 


Z—an—00 COL n— 00 


selon nos hypothèses sur les f, et la proposition 2.3.3. Nous utilisons mainte- 
nant la proposition 2.3.3 pour obtenir un résultat utile pour l’étude des séries 
de fonctions. Introduisons d’abord deux définitions. 
Soit >, an(z), n € N, une série de fonctions complexes an : À — C; 
posons 
În(z) = a0(2) + ++: + an(z). 


On dit que }}, an(z) converge uniformément dans À si {fn} converge 
uniformément dans À vers une fonction f : À — € ; on aura 


JD. 2 € À. 


On dit que D}, an(z) converge normalement dans À s’il existe une suite de 
nombres réels positifs {a } telle que 


Jan || 4 = supfan (z)| < An ; ne < © ; 
TR 


autrement dit, ÿ}, an(z) converge normalement dans À si 


Ilan < 00: 
LL) 


Si Dnan(z) converge normalement dans À alors elle converge absolu- 
ment pour tout z € À et elle converge uniformément dans À. 


En effet (avec les notations précédentes), on a 
ex A dE 2€ À, 
0 
ce qui établit la convergence absolue ; de plus, 
Ma-fal< D lutl< Y a, 264, 
j>n+1 j>n+1 


donne que [fa — 1 — 0 lorsque n — © établissant la convergence uniforme 
dela sened 0e) + 
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Nous dirons qu’une série normalement convergente est absolument unifor- 
mément convergente. 


Nous énonçons maintenant une proposition concernant les séries de fonc- 
tions qui est en fait un corollaire immédiat de la proposition 2.3.3. 
2.3.4 Proposition 

Soitan: A—C,nenN, ACC ; soit a un point adhérent à À. 


(i) Si 5h an(z) converge uniformément dans À, f(z) = D, an(z), z € À, 
et lim:-oan(z) = (n existe, n € N, alors lim, f(z) existe, 3), (n 
converge el 


Bin, FC) = Jin, DL an(e) = XL Gr. 


En particulier, si les an sont continues et ÿ7, an(z) converge unifor- 
mément dans À, alors f(2) = ÿ y an(z), z € À, définit une fonction 
continue f : À — C. 

(ii) Si 5, an(z) converge normalement dans À et limz-,a an(z) = Gn, n € N, 
alors, en posant f(2) = Ÿ., an(z), 2 € À, on a (comme dans (i)) : 


lim f(2) = ÿ_Cn 


2€ 


où Dh |Gnl < co. En particulier, si les an sont continues et 57, an(z) est 
normalement convergente dans À, alors f(2) = 5}, an(z2), 2 € À, définit 
une fonction continue f. 


DÉMONSTRATION 


Posons 


PÉDRS CNE TEN 


selon les hypothèses 


existent. Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 2.3.3 et son corollaire 
pour obtenir (i) ; (ii) est une conséquence de (i) selon la discussion donnée après 
la définition de la convergence normale. + 


2.3.5 Remarques 


Voici un contre-exemple simple à retenir : soit 


ft)=r,  O0<zr<T, ns, 2, 
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Rs ce si0<r<l 


1 Sez=i. 


f(x) = lim f(x) = 


1 — 00 


Ici ag est une suite de fonctions continues qui converge (ponctuellement) 
vers une fonction f discontinue au point x = 1 ; du corollaire de la proposition 
2.3.3, on déduit que { fn} ne converge pas uniformément vers f. 

En ce qui concerne les séries de fonctions, c’est le théorème concernant les 
séries normalement convergentes qui nous sera utile (prop. 2.3.4(ïi)). Il existe 
des séries uniformément convergentes qui ne sont pas normalement convergentes 
(Ex. 2, 8 2.3.6) ; néanmoins, ce sont ces dernières qui apparaissent fréquemment 
dans les applications. 

La convergence uniforme et normale des séries de fonctions se généralise 
aux familles sommables de fonctions comme suit. Soit {a(z)}er une famille 
indexée par t € T avec & : À — €, À C €; supposons que ÿ }, &(z) est 
sommable pour chaque z € À et posons f(z) = ÿ',at(z), z € À. On dit que 
Sy, @(z2) est uniformément sommable si, pour tout € > 0, il existe une 
partie finie Fe C T telle que pour toute partie finie F € F£ on a 


Ÿ_æ(2)| <E, 2z€AÀ; 


ter 
on aura alors 
f&)- D a(2)l<e, 264. 
teF: 


On dit que }, a«(z) est normalement sommable dans À si 


D_Ilarll4 < ce. 
t 


Comme dans le cas des séries, la sommabilité normale entraîne la sommabi- 
lité uniforme. Enonçons brièvement l’analogue de la proposition 2.3.4 pour 
les familles >, a(z) uniformément ou normalement sommables avec f(z) = 
Duyu(z), 2e ACC;siae Aetlim;_aa(z) = @,teT alors 3, |Gre cor 


lim f(2) = ŸG ; 
t 


en particulier, si les a; sont continues, f sera continue. La démonstration est 
exactement comme dans le cas des séries. 
Notons que la relation 


lim » az) > lim at(z) 


pour une famille Ÿ], &(z) normalement sommable est immédiate en partant de 
la proposition concernant la convergence majorée pour les familles sommables 
(8 2.2.4). Pour les séries, cette proposition concernant la convergence majorée 
est un exercice vraiment simple. 
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2.3.6 Exercices 


Soit fn(z) = 1/(z+n), n € N; on à limn_o fn(z) = 0, z € C: si 
Aa = {z:Rez>a, z € —N} alors fn — 0 (n — co) uniformément dans Aa 
(a étant un nombre réel quelconque) car 


sup | fn(2)| < sin > —@. 


2EAx a +n 


Si A={z:Imz > 1} alors fh # 0 uniformément dans À car sup,cA|fn(z)| > 
1neN. 


Soit an(z) = 1/(2+n?),n EN; si S = {-n?:n € N} posons 


fG)= Dante), 245; 


n>0 


voir que En>olan(z)| < oo pour z # S, la série étant uniformément conver- 
gente dans Aa (Ex. 1) pour chaque à ; si a < 0, la série n’est pas normalement 
convergente dans A4 car [fan || a, = © pour n?  —a@. La série Dnan(z) n’est 
pas uniformément convergente dans À (Ex. 1). Mais )_, an(z) est uniformé- 
ment convergente dans tout ensemble compact K C € \ S de sorte que f est 
continue dans € \ S. 


Soit À un ensemble ; soient fn, n = 1, 2,..., f des fonctions complexes 
définies dans X. Démontrer que fn — f (n — ©) uniformément dans X si et 
seulement si liMnco{ fn(£n) — f(&n)} = 0 pour toute suite fe à dans 2: 


Soit fn(x) = nx(1l — TD Tr <= 1,2) dériier que les 
fonctions continues f, convergent (lorsque n — co) ponctuellement vers la 
fonction continue f = 0 dans [0, 1] sans que la convergence soit uniforme car 


n n+1 il 
loue (Gi) —2#0 mo). 


Soient an : X — €, n € N, X un ensemble et {bn} une suite réelle 
monotone tendant vers zéro; soit An(x) = ag(x) + -:: + an(x), tr € X'; 
supposons que suph>0| An y < 0. Ën suivant le raisonnement donné pour 
le critère de Dirichlet dans le paragraphe 2.2.8, démontrer que Ÿ}, an(x) bn 
converge uniformément dans X. En déduire que les séries 2 b,, cos vx, 
> y>1 dy sinvx, de l'exercice 23 (8 2.2.10), convergent uniformément en x € 
fe None Re 
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2.4 SÉRIES ENTIÈRES 


2.4.1 Introduction 


Une série entière est une série de la forme 


ee) 


2 an (z — 20)" C7) 


n=0 


où an EC,nEeN,et z, zo sont des nombres complexes. Les propositions prin- 
cipales concernant ces séries (que nous démontrons dans cette section) peuvent 
être résumées comme suit : 


°il existe À € [0, co] (appelé le rayon de convergence de (2.7)) tel que 
(2.7) converge absolument pour 2 tels que |z — 20] < R et (2.7) diverge 
pour z tels que [2 — zo| > R; 


e si 
OO 


OCR =; 


n>1 


et R > 0 alors f est une fonction holomorphe dans B(20; À) et 


f'(2) = Ÿ_ nan(z en |z — 2ol < À. 


n>l 


Dans la suite, un terme comme (2-20)° sera toujours interprété comme 1 
(même si z = 20). 

Le disque B(20; À) s'appelle le disque de convergence de (2.7); si 
R = 0, le disque se réduit à un point {20} ; si R = oo, le disque devient le plan 
C tout entier. 


2.4.2 Proposition 
Soit 5° p an(z- 20)" une série entière donnée. 


(a) Soit 
DL lim suplan| /" (DS PES) 
Tir OO 


posons R = 1/L. Alors R est le rayon de convergence de la série entière 
(c'est-à-dire celle-ci converge absolument pour z tel que |z — 20| < R et 
diverge pour [2 — z0| > R). Elle converge normalement pour z tel que 
[z — 20| < r où r est un nombre positif quelconque < R. 
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(b) Supposons que an # 0 pour n > No et que 


en [EE = Lel[0, oc] 
n—00 


existe ; alors L = L et R= DL 
(c) Soit 
JE = {r > 0: sup lanir" <œ} : 


n>0 
posons À = sup,egr ; alors R=R. 


REMARQUES 


Rappelonsique SP NS alcrs R UE = ONU PL OP IE 
1/L = 0 ; le cas R = 0 correspond à une série entière qui ne converge que pour 
z = 20 ; le cas À = © correspond à une série entière qui converge pour toutes les 
valeurs de z. Les énoncés (a), (b) et (c) donnent trois méthodes différentes pour 
déterminer le rayon de convergence R ; les méthodes (a) et (c) sont générales 
dans le sens qu’elles sont applicables, en principe, à toute série entière ; la 
méthode (b) ne s’applique que lorsque L est défini. Néanmoins, (b) est très 
pratique et permet la détermination de R pour beaucoup de séries importantes. 
D'autre part, l'importance théorique de (a) et (c) dans les considérations des 
séries entières est capitale. 


DÉMONSTRATION 
(a) Notons que (8 2.2.2): 


1/n 


lim sup |an (2 — 20)" | = L|2- 2]. 


Ti — CO 
Si L = ©, L|2 — 29| = © si 2 É£ 20 ; selon le critère de Cauchy, la série 
entière diverge alors pour tout z £# z0 et R = 1/L=0. 

Si 0 & L < co, le même critère de Cauchy donne que la série entière 
converge absolument si L|z — z0| < 1, c’est-à-dire si |z — zo| < R = 1/Let 
qu’elle diverge si [2—z9| > R. Ceci établit que R est le rayon de convergence 
de la série entière donnée. 

Soit 0 < r < R ; alors selon ce qui précède, la série à termes positifs 
Sn lanir”® converge ; de plus, 


sup an (z _ zo)”| sl Ve: 
Âz—20|<r 


ceci établit que D), an(z — 2)” converge normalement pour z € B(20;r) 
pour tout choix de r € ]0, R[. 

(b) La démonstration est identique à la démonstration de (a) sauf que l’on 
utilise le critère de d’Afembert au lieu du critère de Cauchy. Une autre 
démonstration est que, d’après l’exercice 5 (8 2.2.10), si L existe alors L = L 
(et, en fait, L = lim lan[2/7 = L). 
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(c) Notons que sir € Eet0 <r'<ralorsr’ € E ; ainsi, il y a trois possibilités 
pour E : ou bien E = {0}, ou bien E = [0, oo ni ou bien E est un intervalle 
borné du type [0, À[ ou [0, R]. Si E = {0} alors À = 0 et on aura 


sup [an ( z— 20) Fees 
n>0 


dès que z £ zo de sorte que la série entière diverge pour tout z £ 20. Si 
O<R<oœæet |z — zol < À, on peut choisir r € E tel que 
Lz — 20| <r < R; 


on aura alors : 
5 |an (z — zo)” | = Due — z0)|" - EE _ MS a" < co 
nm nm nm 


où M = sup, Jan[r® < co et a = EC — z0)| < 1. Ainsi, la série entière 
est absolument convergente dès que |z — zo| < R. D'autre part, si R < oo 
et |z — 20] > R, alors |z — 20| # E et 


sup [an (z — zo)”| = 
Le 


par conséquent, la série entière diverge si |z — zo| > R. On voit donc que 
R définit aussi le rayon de convergence de la série entière ce qui établit que 
Fe. + 


REMARQUES 

Il est utile de noter ce qui suit : sipourun ze C, D nlan(z — ne] < 00 
(ou même lorsque }, an(z—z0)" converge) alors le rayon de convergence R de 
la série sera tel que R > |z— 20| ; si >], an(z — z0o)" diverge alors R < |z — z|. 
Le rayon de convergence est le nombre R € [0, w] tel que 


Ÿ_ Jan (z — 20)" | < oo si 0<|z-z2|<R 
nm 

Dre — 20)" diverge si[z— 29] > R. 

0 


De la démonstration on constate que (cf. le critère de Cauchy, $ 2.2.7) si 
Eole 210 hi sup|an(z — zo)" | = C0 

Nous ne discuterons pas systématiquement le comportement de la série 
entière sur son cercle de convergence - A) = R} : il peut être très 
varié. Ainsi, considérons les deux séries 


Dr DIE 
n>0 n>1 


les deux possèdent le même rayon de convergence R = 1 ; or la série De 2 

rl 
diverge QU chaque z sur son cercle de convergence e Az) = 1} alors que 
D 1 " /n? converge pour tout z tel que [z| = 1. 
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2.4.3 Proposition 


. O0 Te # + OR 
DODL an (z — z0) une série entière ayant un rayon de convergence 
R > O0 ; posons 


OO 


ie (z—- 2)", 2€ B(z:R). 


Alors, le rayon de convergence de la série entière 


> nan(z — 2)" 


n>1 


est égal à R, f est holomorphe dans B(20; À) et 


= De nan(z — 20)" , 2€ B(4;R). 
n>1 


DÉMONSTRATION 


Rappelons que ni/n lorsque n — c ; en effet, si an = n1/7 — Por 
a än > 0 et alors 
n(n —1 
en LE 


9 2) 
D<an <{ +) ,n>2 et an +0 (n— 00). 
FE 


D'après le paragraphe 2.2.2, on a 
l/n 


lim sup(n|an|) LACS TT suplan | /" : lim n/7 = in sup|an| 
n— 00 T—00 n— 00 


ce qui établit (selon prop. 2.4.2 (i)) que les rayons de convergence des deux 
te _ n n—1l ; 
séries entières D} an(z — 20) et }n>1an(z— 20) sont égaux. 
Soit z € B(20; R) ; si h est tel que 


O<|hl<R-]|2-2| 


alors (z+h) € B(20;R) car |z + h — z0| < |z — zo| + [h] < R. Pour de tels z et 
hk, on a 


= UG+h) - (D}= 3 anx { {(z+h- 20)" -(2-2)"}. 


n>l 


Posons 
Eh) = an p{(zth-2)"-(2-2)"}, n>1; 
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puisque 


Le 2)" =n(z- 20)" le 


On à 


lim Yn(h) = an -n(z- z0)” nu |. 


La démonstration sera achevée si l’on peut justifier l’interversion de la limite 
et la somme suivante : 


dim D nn) = >, lim gn(h). (2.8) 


n>1 n2>1 
Pour cela, nous établissons que 
;) 
lon (h)| < On = nlan|(|z — zol + Dj ne 

pour 0 < |h| < p avec p tel que 0 < p < R—|z— 20]. Puisque |z — z0| + p < R, 
D n>1@n < © de sorte que > ,>1 Pn(hk) est normalement convergente pour 
lk| < p ; la proposition 2.3.4 (ii) justifie alors (2.8). Pour établir l'inégalité pour 
lon (h)| nous nous servirons de l’inégalité élémentaire suivante : si 21, 22 sont 
dans € et n est un entier > 2 alors 

127 — 251 < nl — 2290 (2.9) 
où po = max(|z|, |22|). Pour établir (2.9), il suffit de considérer le cas 

0< al < 221 = p0 ; 
posons z = 21/22 ; alors |2| < 1 ; de l’équation 
Er ent... 1) 


on obtient 
[1-27] <nl1l-—2l|, 


d’où 


n—1 


21 
LT — 291 = [2/11 — 271 < 06 - n|1 - 2 = n|21 — 22|96 


Ceci établit (2.9) ; de (2.9) on obtient 


[on(h)| < nan| {max(|z+ h— 20], |z— 7:11 
< n[anl(|z — zol + p)"7" = an 


si 0 < [h| < p. La démonstration est achevée. + 
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2.4.4 Corollaire 


Soit 
O0 
f(2) = an(z-#)", 2€ B(2:;R), 
n=0 
comme dans la proposition 2.4.8. Alors pour k = 1, 2, ..., FR) (2) existe pour 


2€ B(2;R) et 


fU)(2) — De n(n-1l)..-(n=k+l)a(z— 2) EE 2e Din À) 
n>k 


la série entière donnant f)(2) possède le même rayon de convergence R que 
celle qui donne f(x). 


La démonstration du corrollaire se fait par récurrence, en utilisant la 
proposition 2.4.3. On a vu que 


fa = nan(z- 2)", 2€ B(x;R), 
n>1 


où la série entière pour f/(z) possède le même rayon de convergence que celle 
qui donne f(z2) ; appliquant la proposition 2.4.3 à f' on obtient 


f"(2)= nn an(z- 2)" 7, 2€ B(x;R), 
n>2 


avec la série entière pour f/(z) ayant le rayon de convergence R. Notons que 
nous écrivons aussi f@)(2), FO) (2) pour f”(z), f'(z) ; puisque par définition 
FE) = 9! où g = FA), le corollaire est établi. 

Notons de la formule pour F2) que 


FA) (20) = KG — 1): 1-0, 


c'est-à-dire 


ag = fo) y > 0 (avec 0! = 1). (2.10) 


2.4.5 Remarques 


La proposition 2.4.3 et son corollaire démontrent qu’une fonction f définie 
dans un disque de rayon À par une série entière (de rayon de convergence À) 
est holomorphe et que, en fait, elle est indéfiniment C-dérivable, les dérivées 
f', f”,...se calculant par la dérivation terme à terme de la série définissant f. 
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Soient 


f@)= Eanfz-2)", 92 = EC bfz-2)", 2€ B(20;R); 


n>0 n2>0 


nous supposons que les rayons de convergence des deux séries entières sont plus 
grands ou égaux à À ; puisque ces séries entières sont alors absolument conver- 
gentes pour z dans B(z0; À) on obtient, d’après le résultat sur la multiplication 
des séries (2.3), 


Hate) = D da (z — 20) z € B(z; À), 


n>0 


OÙ Cn = a0Ùn + a10n-1 + °°: +anbo, n > 0 ; notons que le rayon de convergence 
de la série entière donnant f(z)g(z) est aussi plus grand ou égal à R. Ces calculs 
(la dérivation terme à terme et la multiplication des séries) sont d’une utilité 
constante dans la théorie des fonctions holomorphes. 


2.4.6 Unicité des séries entières 


Supposons que 


Ÿ_an(z- 2)" = Ÿ_bn(z- 20)", 2e Din), 


n2>0 n2>0 


où l’on a supposé que les rayons de convergence des deux séries entières sont 
plus grands ou égaux à R > 0. Alors on a an = bn, n > 0. 

En effet, si f(z) est la valeur commune des deux séries entières pour 
z € B(z0; R), on sait de (2.10) que 


FA) (20) = klax = klbg, Kk>0, 


d’où ax = by pour k > 0. 


2.5 LES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 


2.5.1 Introduction 


En utilisant la théorie des séries entières développées dans la section 2.4, 
nous introduisons dans cette section les fonctions exponentielles et trigonomé- 
triques d’une variable complexe. Ces fonctions et celles qui en dérivent (tg, 
ctg, In, z2+ 2%, etc.) conjointement avec les fonctions polynomiales et ration- 
nelles forment l’ensemble de fonctions le plus important de l’analyse complexe. 
Nous donnons le nom de fonctions élémentaires à ces fonctions ; nous ne 
voulons pas définir précisément ce terme de fonctions élémentaires. Il s’agit de 
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fonctions, que l’on rencontre très fréquemment en calcul différentiel et intégral 
élémentaire, généralisées de telle manière qu’elles soient convenablement défi- 
nies dans le plan complexe. Dans la suite, nous rencontrerons d’autres fonctions 
importantes, appelées fonctions spéciales, telles que la fonction gamma, la 
fonction zêta de Riemann, la fonction de Bessel, etc. 

Nous commençons par la fonction exponentielle qui est sans doute la 
plus importante parmi les fonctions élémentaires non polynomiales et non ra- 
tionnelles ; les fonctions trigonométriques et autres s’obtiennent à partir de la 
fonction exponentielle. 


2.5.2 Fonction exponentielle 
Posons 
L. Se 


z 
expz=ltz+ te DE Gb) 


Le rayon de convergence de la série entière (2.11) est o ; en effet, si an = 1/n!, 


On à 
An+1 
An 


il 
= lim = 0 


n—0oo n + 1 


lim 


T— CO 


d’où selon la proposition 2.4.2 (b) le rayon de convergence est co. D’après la 
proposition 2.4.3, la fonction z — expz définie par (2.11) pour z € € est 
une fonction holomorphe dans € ; une fonction holomorphe dans € tout entier 
s'appelle une fonction entière. Ainsi, exp (appelée fonction exponentielle) 
est une fonction entière ; les fonctions polynomiales aussi sont des fonctions 
entières. 

Une propriété importante de la fonction exponentielle est sa propriété de 
multiplication : pour tout z1, z2 dans €, 


exp(z1 + 22) = exp(z1) : exp(z22). (212) 


En effet, d’après (2.3) sur la multiplication des séries absolument convergentes 
et en se rappelant que la série (2.11) est absolument convergente pour tout 
z€EC,ona 


ci 4 mA 2 
(exp z1)(expz2) = | S_ … >, le DE He el 
n>0 n>0 n>0 Lk=0 


a TL 
— Di Get Exp 1 2) 
n>0 | 


où l’on a utilisé la formule de binôme 


ë si n—k 
(a+b)” Een) b 


valable pour a, b complexes (ou a, b dans un corps commutatif quelconque). 
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Une autre propriété de la fonction exponentielle est celle concernant sa 
dérivée : pour tout 2€ C, 


d 
da XP2= EXD — EXD 2. (2319) 
2 


C’est une conséquence immédiate de (2.11) et la possibilité de dériver les séries 
entières terme à terme à l’intérieur de leur disque de convergence (prop. 2.4.3). 

Plusieurs propriétés importantes de la fonction exponentielle sont des 
conséquences immédiates de sa définition (2.11) et de sa propriété de multipli- 
cation (2.12) ; nous les présentons ici ensemble : 


ET NID EN 
(ü) exp z £ 0, exp(—z) = 1/expz,zeC; 
(ii) Exp z = exp; 
(iv) exp(ix) = exp(—-ix), lexp(ix)| = | r MR 
(alexpr= et reR 
(i) est une conséquence de (2.11). De (2.12) on a 


expz-exp(—z) =exp0=1 


ce qui donne (ïü). (iii) vient de (2.11) car z + z est continue et donc 


Dre —\7n 
EXpiz— = 2DT-5E 2x 


n>0 n>0 n>0 


(iv) est une conséquence de (ïii) et du calcul 
ô 2 û = 0 . 

[exp ix| = eXp1r : eXp1Z — exXpit : exp(—ix) = exp0 = 1. 
Finalement, (v) vient de la série connue de Taylor de la fonction réelle x + ef, 
zER. 

2.5.3 Fonctions trigonométriques 


Pour z € C, on définit 
; il , 1 , 
sinz = > {exp(iz) —exp(—-iz)}, cos z = - {exp(iz) + exp(—iz)}. 


Les fonctions sin, cos aïnsi définies dans € sont des fonctions entières ; elles 
possèdent les propriétés suivantes : 


(i) pour z2EC, 


3 2n+1 
, _ % : mn À 
ee cn T0 


Les fonctions élémentaires 97 


2) 2n 


7A Z 
en 
n>0 


exp(iz) = cos z +isinz ; 
(ii) (Formules d’addition) pour z, w dans C, 


:Cos(z + w) = cos z cos w — sin zsin w 


sin(z + w) = sin z cos w + cos zsin w ; 


(iii) pour z EC, 


2 


cos? z + sin Zi] 


cos z = Cos(—z), sin(—z) = —sinz 


COCO 2 Cine — in. 


(iv) si z = x + iy avec x, y réels, 


exp z = e”(cosy +isiny), lexp(z)| = c. 


(u) on a 
; o 
— COS 2 = — $SInZ = Sin Z = COS Z. 
dz - 
DÉMONSTRATION 


(i) Les formules ici sont des conséquences directes des définitions précédentes 
des fonctions, notées sin, cos et exp. 


Ces formules montrent qu’il y a concordance entre la définition don- 
née ici pour sin z, cos z, z € C, et les fonctions réelles sinx, cosx, rm ER, 
car les séries de Taylor réelles (supposées connues) de sin x, cos x ont les 
mêmes termes que les séries entières pour sin z, cos z, z € C. 


(ii) Posons a = exp(iz), 8 = exp(iw) ; alors 
exp(—iz)= a !, exp(—iw) = 87! 


1 1 
cos 2 — C cour sin z = Rene Le 


donc, de la définition de cos(z + w), on a 


{expliz + au) +exp(=iz = iu)} = 3 {as + 


=1{(e+2)6+5)+(-2(6-2) 


= COS Z COS W — Sin ZSin W. 


cos(z + w) = 


1e NI 
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De même, 


sin(z + w) = j {exp(iz + 2w) — exp(—iz — iw)} = z {as 2, a) 


1 


-{C-D6+3)+6+D(6-3) 
= Sin Z COS W + COS zSin w. 


(iii) Avec la notation précédente, on a 


2 . 2 a ra à a 1! : 
CORAN NE 
2 21 


= R(a/+a 242) (a +a?-2)=1. 


Les autres relations de (ïii) sont des conséquences directes des représenta- 
tions de cos 2, sin z en séries entières données dans (i). 
(iv) La propriété de multiplication de la fonction exponentielle et (i) donne 


exp(x + iy) = exp r - expiy = e”(cosy +isiny) 
d’où 
lexp(z + iy)| = der cos? y + e?? sin? y} "7? — 
(v) C’est une conséquence de (i) et de la proposition 2.4.3 permettant la déri- 
vation terme à terme des séries entières. + 
2.5.4 La périodicité des fonctions exponentielle, sinus et cosinus 


Soit f :C — C ; on dit que f est périodique s’il existe Tr Z0,T7EC, tel 
que 


fG+T)=f(2), zec; 
le nombre Tr s'appelle une période de f. Posons 
De = rec; f(2+r) =). ze C} : 


si f n’est pas périodique, P; — {0}. Dans tous les cas, P; est un sous-groupe 
additif de € ; autrement dit, 0 € P;, r € Py entraîne que —7 € RÉEL, T! 
dans P; entraîne que 7 + r' € Pÿ ; par exemple, si 7 € Py, 


on rc), 20 


ce qui veut dire que —T € Pr. 

Si f est une fonction quelconque, P; peut être un sous-groupe compliqué 
de € ; nous verrons dans la suite (8 5.3.6) que si f est une fonction holomorphe 
dans € (c’est-à-dire f est une fonction entière) et f est non constante alors : 
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+ ou bien PF = {0} (et dans ce cas, f est non périodique), 
+ ou bien PF = roZ pour un Tr € C* (c’est-à-dire 79 £ 0, m € C) et alors 
PF est formé des nombres Ton, n € Z. 


Dans ce second cas, il est clair que 7 est unique à un signe près, c’est-à-dire si 
ToZ = TÿZ alors TO = +7 ; par un léger abus de langage, nous dirons que les 
périodes de f sont nm, n € Z. 


Nous démontrons maintenant que : 


(i) les périodes de la fonction exponentielle sont 2nmi, n € Z ; 
(üi) les périodes des fonctions sinus et cosinus sont 2nx, n € Z. 


DÉMONSTRATION 
(i) Soit r € C* tel que 
exp(z+T)=expz, z€eC; 


en prenant z = 0, on obtient expr = 1 ; posons 7 = a + ib avec a, b réels ; 
alors 
1 = fexp(r)|= expo = e‘ 


d’où a = 0 (puisque x + e* est strictement croissante dans R, l’unique 
solution de e* = 1 est a = 0). Donc 7 = ib, b € R*, avec exp(1b) = 1 d’où 


C0S0— loin b—= 0: 


en admettant de la trigonométrie élémentaire que les seuls b réels tels que 
cos b = 1 et sin b = 0 sont de la forme b = 2nx, n € Z, (i) est démontré. On 
reviendra à cette affirmation de trigonométrie élémentaire dans la suite de 
ce chapitre qui a pour conséquence (établie ci-dessus) : 


EXP NE UTR= n711, nEZ. (214) 


(ii) Considérons d’abord la fonction cosinus ; supposons que cos(z + T) = cos z 
pour tout z € C ; en prenant z = 0, on a cosr = 1, ce qui donne 


exp(ir) +exp(—ir) —2 = 0 


UT _ir\ |? 
{a(T) -en(T)} Fu 
entraînant exp(ir) = 1 ; de (2.14) on a alors que Tr = 2n7, n € Z. Aïnsi, les 
périodes de la fonction cosinus sont 2nx, n € Z. 
Supposons que sin(z + Tr) = sinz pour tout z € C ; avec z = 0, on a 
Sin r— 0. alors 


sin(z +T) =sinzcosT +coszsinT —sinzcosT, 
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d’où l’on obtient 
sin z(cos Tr — 1) = 0 


pour tout z € C; en prenant un z tel que sinz # 0, on a cosr = 1 ce 
qui entraîne, selon le résultat établi ci-dessus, 7 = 2n7, n € Z. Ainsi, les 
périodes de la fonction sinus sont aussi données par 2nx, n € Z. + 


2.5.5 Les zéros des fonctions sinus et cosinus 
Démontrons que 


Ci in--0)=77 nr 672) 
il 
GEC:c0z=0)=n2+7 = {(n+i)rinez). 
En effet, sin z = 0 équivaut à 


exp(iz) = exp(—iz) 


ce qui correspond à avoir exp(2iz) = 1 ; alors, de (2.14) on a z = nr,n € Z. 
Ainsi, les zéros de la fonction sinus forment l’ensemble xZ. 

D'autre part, cosz — O0 équivaut à exp(iz) = —exp(—iz), c'est-à-dire à 
exp(2iz) = —1. 

Nous utilisons maitenant le fait que 


exp(ix) = cos x +isinr = -1, (2.15) 


un autre point de trigonométrie élémentaire (comme celui donnant (2.14)) que 
nous discuterons dans la suite. De (2.15) on constate que cos z = 0 équivaut à 
avoir 

1 = exp(2iz) exp(—ir) = exp{i(2z — x)) ; 


ce qui donne, en vue de (2.14), que z = nx +x/2,n € Z, sont tous les zéros de 
la fonction sinus. + 


2.5.6 Formules trigonométriques 


Toutes les formules trigonométriques dites élémentaires sont des consé- 
quences algébriques de la définition des fonctions sinus et cosinus (en utilisant la 
fonction exponentielle, & 2.5.3) et les relations (2.14) et (2.15). Nous donnerons 
certaines de ces formules ici. 

On introduit les autres fonctions trigonométriques en partant des fonc- 
tions sinus et Cosinus : 

sin z 1 


ie = Mt — 
COS Z COS z 


Si 2ÆNT NE 


cos z d ; Il 
ctgz=——, cosecz = —— siz#(n+s)r,nez. 
Sin Z sin 2 2 
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Un petit calcul montre que 


il À 
t = — 1 ——— : t =3|1 = |: 
 o. ( rs) ne 1| ÿ 50) 


On en déduit que les périodes des fonctions tangente et cotangente sont nr, 
n € Z dans le sens que si 7 est tel que 


id 
A 9 


te(z +7) = tg2 pour tout z énZ+ et 2+7 ér2+ 5 


alors Tr = nr pour un n € Z ; on à une explication similaire pour la fonction 
cotangente ; ces résultats sont des conséquences directes de (2.14). 


Des formules d’addition pour les fonctions sinus et cosinus ($ 2.5.3) on 
obtient immédiatement les formules utiles suivantes, pour z et w dans C : 


1 
sin z sin W = ci {cos(z — w) — cos(z + w))} 


il 
cos z COS w = > {cos(z — w) + cos(z + w)} 


il 
sin z COS = à {sin(z — w) + sin(z + w)} 


Î 1 
sin z + sin w = 2sin 5 (z + w) cos 5G — w)} (216) 
1 il 
COS z + COS W = 2 cos à (z + w) cos 5G — w)} 
il nl 
cos z — cos w = —2sin : (z + w)sin 5U — w)} 


sin 23 = 25sinz COS Z 


ÉD Coste cine | sin: cos 2 |. 


Les formules suivantes concernant les fonctions tangente et cotangente sont 
aussi immédiates et utiles : 


te2 Lieu 2ibe 
= , tg22= ——— 
ee 1—-tgztgw d 1—tg?z 


1+tg2z=sec 2, 1+ctg?z= cosec? z (2.17) 


LEA 


218 . 
| l+tg2z 


= cos 22 
IE 


Si 22 = 


(avec les précautions habituelles d'éviter les valeurs de z et w qui entraînent la 
division par zéro). 
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Notons les formules concernant les dérivées des fonctions tangente , co- 
tangente, sécante, cosécante aux points z où ces fonctions sont définies : 


d : d ; 
7 (7 SE 2, Ton Z 

“ (2.18) 
d d 
—— SECZ = SeCZIgZ, — Ccosecz = —Ccoseczcigz. 
dz dz 


On obtient (2.18) en partant des formules des dérivées pour les fonctions sinus 
et cosinus et la règle de dérivation des quotients. 

Pour plus de clarté, rappelons que les fonctions tangente et sécante sont 
holomorphes dans € \ xZ et les fonctions cotangente et cosécante sont holo- 
morphes dans € \ (xZ + x/2). 


2.5.7 Fonctions hyperboliques 


On pose 
I Z 2 L Z A 
chz= 3 (e +e *), shz= 3 (e —e *), zec. 


ch (cosinus hyperpolique) et sh (sinus hyperbolique) sont, évidemment, des 
fonctions entières. On a, pour z € € 
chi) ose Mr sh) = #inz 
| (2.19) 
ch== Cost) sh? 7sin(2) 


d’où (ou directement des définitions) découlent toutes les propriétés concernant 
des fonctions cosinus et sinus hyperboliques ; par exemple, 


ch?z-sh?z=1 équation hyperbolique 
ch(2z) = ch?z+sh?z, sh(2z) = 2shzchz 


d d 
de hz shz, = Shz—ch= 


Soit z = r+1y avec tr, y réels ; on peut exprimer les parties réelles et imaginaires 
de sin z et cos z de manière commode en se servant de sh et ch. On a 


cos z = Cos(x + iy) = cos x cos(iy) — sin x sin(iy) = costrchy—isinrshy 
sin z = sin(x + iy) = sin x cos(iy) + cos x sin(iy) = sinxchy+icoszshy 


d’où 
Recosz = cosxchy, Imcosz = -sinrshy 


Resinz=sintchy, Imsinz=cosxshy. 


On déduit facilement que 


| cos z| = (cos? x +sh2y)1/?, | sin z| = (sin? +sh2y)//?, 


d’où l’on voit en particulier que | cos z| — oo et |sin z| — oo si | Im 2] — oo. 
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2.5.8 La détermination principale (In) de la fonction logarithmique 


On dit que w € C est une détermination du logarithme de z € C (ou, 
brièvement, w est une détermination de log z) si exp w = z. 

Notons qu'aucune détermination de logO n’est possible car exp w = 0 
pour tout w € C. Par contre, si z # O, il existe une infinité dénombrable de 
déterminations de log z. En effet, si z # 0, posons 


w =In|z| +i(argz+2nx) 


où n est un entier quelconque; ici, Inr, pour r > 0, est l'unique nombre réel 
tel que 


dont l'existence et l’unicité résulte de la nature strictement croissante de la 
fonction réelle x + ef, x € R ; alors, 


expw = exp(In|z|) -exp(iarg z) - exp(2nxi) 
ms lerplarge) = z 


selon la définition de argz € | -x, x | donnée dans le paragraphe 1.2.3. Aussi, 
toutes les déterminations de log z (z # 0) sont du type w défini ci-dessus ; car 
si exp w’ = 2 alors exp(w’! — w) = 1 d’où, d'après (2.14), w! —w =2nri,n eZ 
de sorte que w’ est comme un des w ci-dessus. 

Nous définissons 


Inz=Infz|+iargz, 2€eC*. 


In z s'appelle la détermination principale de log z et la fonction In s’appelle 
la branche principale du logarithme complexe. 

Notons que notre définition de Inz (z # 0) était rendue possible par 
l’utilisation de la fonction argument (avec argz € ]-x, x], défini pour tout 
z 0) que nous avons définie géométriquement dans le paragraphe 1.2.3. Ce 
point sera revu dans la suite de ce chapitre ; en attendant, il montre que la 
fonction exponentielle est une application surjective de € sur C* : exp(C) = C*. 

D'autre part, puisque la fonction exponentielle est une fonction pério- 
dique elle ne peut être injective ; néanmoins, en utilisant la fonction arg, on 
voit de la discussion précédente que exp est une bijection entre 


{2:Imze]-71,7]} et C', 
d’où la bijectivité de exp entre les parties ouvertes de € suivantes : 
{z2:Imze]-7r,7[{} et C\R- 


oùR_={reR:7x< 0}. Ceci est immédiat de l'observation que, si z € C*, 


alors 
z = |zlexp(iargz), (2.20) 
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ll > O et argz € ]—*,7] étant uniquement déterminée par z À 0; c'est 
simplement la représentation polaire de z en utilisant la fonction exponentielle. 
De (2.20), on voit que la définition 


Inz=Inzl+iargz, z€eC*, 
donne la fonction réciproque de exp dans le sens que 
expna ice 
late A Sn Te. 


pour la seconde relation, écrivons z = x + iy avec x, y réels, y € ]-r,T|]; 
alors 


exp z = e”(cosy +1siny) 
lexpz|=e", arg(expz) = y 
In(exp z) = In(e”) + i arg(exp z) = x + iy = z. 


La fonction In est holomorphe dans l’ensemble C\ R_ ; on a 


d 1 
— = — R-. 
qd, m2 5 zeC\ | 


La fonction In est discontinue aux points de R- \ {0}. 


DÉMONSTRATION 


Pour cette démonstration nous admettons, pour l'instant, que la fonc- 
tion argument est continue dans € \ R- ; c’est une conséquence de la formule 
explicite de l’exercice 13 ($ 1.2.7), mais nous préférons discuter ce point plus 
en détail dans la suite de ce chapitre. Indiquons seulement que z + argz est 
discontinue si z € R_ \ {0} ; en effet, si z € R_, z # O0, alors argz = 7; si 
en = cmt, 0 l,2, On dass, er 71 -|doulum, ar <0 
(si la limite existe) alors que 2n — z (n — oo). Donc In z est discontinue aux 
points z € R- \ {0} (car z + In|z| est continue pour z € C*). 

Soit zEC\R ;sih#£Oet (z2+h) EC \R- alors 


w! — w 


s {In(z + h) — In 2) = (21) 


exp w! — exp w 
où w =Inz, w! = In(z+h). Notons que 


._ expw —expw 
lim ee — — EXD. 
ww = 


de plus, lorsque k — 0, w!' — w à cause de la continuité de In dans C\R-, 
conséquence de la continuité de arg (car Inz = In|z| +iargz). De (2.21) on 
déduit que 
Ba 0 ui Ë ee + 
h—0 h eXpW Z 
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REMARQUES. Si À est un domaine de C tel que 0 & À, on dit que À : À — 
C est une fonction logarithme dans À si À est continue et À(z) est une 
détermination de log z pour tout z € À (exp À(z) = 2, z € À). La démonstration 
précédente montre que toute fonction logarithme À dans À est holomorphe et 


Par conséquent, deux fonctions logarithmes À1, }2 dans À diffèrent par une 
constante égale à 2nmi pour un n € Z. En effet, M(z) — X,(2) = 0, z € À, d’où 
f = A1 — À est constante; si f(z) = c, 


expc= exp (2) -exp(—)2(2)) = 2: : = 1; 


d'où ce (2ri)Z. 

Une fonction logarithme dans un domaine À s’appelle aussi une détermi- 
nation continue de log dans À ou une branche continue de log dans À ; de 
ce qui précède, on voit que ces branches (ou déterminations) sont des fonctions 
holomorphes uniques à une constante additive de la forme 2nmi, n € Z, près, 
si elles existent. On verra dans la suite (Ex. 45, sect. 2.6) que, pour certains 
domaines À, aucune détermination continue de log n’est possible ; par contre, 
pour À convexe, par exemple, on aura des déterminations continues de log (si 


0 & À). 


2.5.9 Quelques propriétés de In 
On a, pour z1, 22 dans €*, 
In(z122) = In z1 + In z2 + 2rûi 


où 6 = 0 où +1 ; 6 = 0 si et seulement si (01 + 02) € ]-T, x] où 01 = argz, 
0 = arg 22. En effet, arg(z1 + 22) = 01 + 02 + 276 (Ex. 14, 8 1.2.7), d’où 


In(z122) = In|2122| + (01 + 2 + 2r6)i = In z1 + In 22 + 2réi. 


De même, si z € C*, 
In(exp z) = z + 2nmi 


où n est un entier tel que (y + 2nt) € ]-x,x], y =Im>;onauran=0siet 
seulement si y € ]-r, x]. En effet, si z = x +iy (x, y réels), 


expz=e"expliy), lexpzl=e", arg(expz)=0€ ]-T,#] 


où (8 — y) € 2x2 ; aussi, 0 — y si et seulement si y € ]-T, x]. 
Notons, par contre, que exp(ln z) = z, z € C*, par la définition même de 


In z. 
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Par exemple, 
nl=0  An(i)=7T 01= (EE Z21n(-1) = 27 
Intexkp2m)= "nie 020 ren 


Finalement, si z € R, z > 0, alors la détermination principale In z est 
la même que la valeur donnée par la fonction logarithme réelle définie dans 
es le 
2.5.10 L’expression 2° 


Soit a EC ; si z € C* nous disons que la détermination (ou branche) 
principale de z® est donnée par 


2 0— expolu). 


Chaque détermination de log z donne une détermination de z° ; ainsi, z2°® pos- 
sède les déterminations suivantes : 


exp{a(Inz+2nti)}, nez. 


Dans la suite, l’expession 2°® sera toujours interprétée comme la détermination 
principale exp(a ln z), si aucune autre indication n’est donnée explicitement. 

Notons que, si z est réel et > 0et a € R, la détermination principale 2% 
correspond au nombre réel donné par la théorie des fonctions réelles. Si z € C* 
eta=nE€ Z,on vérifie facilement que la détermination principale 2" donne la 
même chose que 2° défini algébriquement. Si z = e, la détermination principale 
de e% est exp a (puisque Ine = 1) ; ainsi, dorénavant, nous écrivons aussi e% au 
lieu de exp a, si cela est utile. Notons les formules suivantes : 


. 22.20 2 ,ath z2EC, a BEC. (2/22) 
En effet, 


2220 = exp(a ln z) exp(Æln z) = exp((a + B)Inz) = 22% 


. 292$ = (z122) exp(2rati), 11,2 EC", «ec, (2.23) 
ou 0 — Don El. Eniefet, 
2925 = exp{a(ln z1 +In 22)} = exp{a(ln 122 + 2xôi)} 


avec d = 0 ou +1 ($ 2.5.9), ce qui donne (2.23). On aura 222$ — (12)° si 
a € Z où In z1 + In 22 =Inz12. 


. (2235 = 2% exp(2nr fi) (2.24) 
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où n est un entier approprié. En effet, 


(22,5 = exp(#ln 2%) = exp{B(aln z + 2nxi)} 


car 
In 2% = In(exp(aln z)) = ain z + 2nri 


pour un n € Z (8 2.5.9) ce qui donne (2.24). 
Donnons quelques exemples de calcul : 


(—1)!/2 = nn in(1)) - ep(+) =. 
LATE 
i 1? In(—i) ) =exv(-7) 
) 


4 
CO EP Sien(T) = e() 


Ir palai= 1e 
Eu ni _ A 
PROPOSITION 


(a) La fonction z + 2% est holomorphe dans C \ R_ {pour tout a € C) et 
D z2EC\R-. 


(b) La fonction z + a est une fonction entière {pour tout à € C*) et 


d 

— ao =(Ina)a, zec. 
dz 

DÉMONSTRATION 


(a) Ceci est une conséquence de la formule 2% = exp(aln 2) ; alors 


ji 2% = exp(alnz) -az7!l = az. 271 = al 
dz 
(b) Cette proposition vient du calcul suivant : 
d 


— a = es exp(zln a) = exp(zln a)ln & = (In a)a? 
dz dz 
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2.5.11 La fonction argument 


Nous démontrons ici comment on peut définir et étudier les propriétés 
de arg z, z € C*, purement analytiquement. Cette discussion justifiera analyti- 
quement quelques considérations de trigonométrie élémentaires que nous avons 
utilisées dans ce chapitre et dans le chapitre précédent lors de la représentation 
polaire des nombres complexes. 

Notre point de départ est la définition de exp z, z € C, par la série entière 
(2.11) ; ceci nous a permis de définir sin z, cos z, z € C, dans le paragraphe 
2.5.3 ; notons que, dans les paragraphes 2.5.2 et 2.5.3, il n’était jamais question 
de arg z. 


Posons 
Pere Eee 


Il est évident que T est un sous-groupe multiplicatif de C*. Soit 
o(t)=exp(it), teR; 
on à vu que lo(t)| | CRC 0 2) donc 
d'R—T 


est un homomorphisme continu entre le groupe additif (R,+) et le groupe 
multiplicatif (T, -). Soit X le noyau de cet homomorphisme : 


CE CR AE EN ci). 


Puisque o est continu, K est un sous-groupe (additif) fermé dans R. Soit to le 
nombre défini par la formule 


to = ri = Dcost— 0}. 
Nous établissons d’abord que : 


(jt Det ER = 4707, 
(ii) o est surjectif. 


On a vu (8 2.5.3) que cost = 1 —(1/2)t? +... et cos0 = 1 ; d’autre part, 


24 96 98 210 
RE Un ce 


2 96 98 210 212 
= = & = — nn —— À = | — — —— | = ,,, 
3 6! 8! 10! 12! 
il 


2 
== = 0, 
+. 0 
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La continuité de la fonction cosinus entraîne l’existence d’un t, 0 < t < 2, tel 
que cost = 0 ; le nombre tg est donc bien défini, costg = 0 et to > 0. Puisque 
sin 0 = 0, sin’ = cos, on a 


t 
ME = U cos u du 
0 


d’où sint > 0 si 0 <t < to; de sin? to + cos? to = 1, on obtient alors que 
sin to = 1. Puisque cos’ — — sin on voit que 


cos : [0,t9] — [0,1] 
est strictement décroissante et 

sin:[0,t0] — [0,1] 
est strictement croissante. Ceci établit que t > o(t) est une bijection entre 
[0,tolet TN{z:Rez > 0, Imz > 0}, car si a + &b est tel que a? + b? = 1, 


a > 0, b > 0, on a b = +41 — a2, 0 < a < 1 d’où l'existence d’un unique 
tE[0, to] tel que 


cost=a, sint=+Vl-cos tb, oft)=cost+isint = a+51b. 
Notons que exp(ito) = 1. Soit t € [to, 2to] ; alors, le calcul 
exp(it) = exp(ito) exp(i(t — to)) = i{cos(t — to) +isin(t — to)} 


démontre que t > a(t) est une bijection entre [to, 2t0] et TN {z : Rez < 0, 
m2 0} 

Notons encore que exp(2ito) = exp(ito)exp(itp) = à? = —1. Soit t € 
Prost le 


exp(it) = exp(2ito) exp(i(t — 2t0)) = —{cos(t — 2t0) + isin(t — 2t0))} 


démontre que t + o(t) est une bijection entre {2t0, 3to] et TN {z:Rez < 0, 
[oz SO} 
Finalement, exp(3tto) = à = —i ; soit t € [3to, 4to] ; alors 


exp(it) = exp(3ito) exp(i(t — 3to)) = —-i{cos(t — 3to) + isin(t — 3to))} 


démontre que t ++ o(t) est une bijection entre [3#0, 4to] et TN{z:Rez 20, 
Im z < 0}. 
Au total, on a quet + o(t) est une biüjection entre [0, 4to [ et T avec 


o (4to) : exp(4toi) = 4 = 1 = o(0). 


Ceci donne, en particulier, o(R) = T (la surjectivité de o). Démontrons que 
td 
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Soit o(t) = exp(it) = 1 avec t > 0; écrivons t = t + 4tgn avec n € N, 
0 £<t< 4to; puisque exp(dtoi) = 1, on voit que 
o(Ë) = exp(it) = exp(it) = 1 
d’où la bijectivité de o entre [0, 4to[ et T donne = 0; ainsi o(t) =1,t > 0, 
entraîne que t = 4ton avec n € N. Si a(t) = 1, t > 0, on obtient à partir de 
(5) = exp(it) = = = 
É no expit aft) 
que —t = dtpn avec n € N, d’où le résultat : 


{tER:o(t)=1}={dtom:neZz}. 


Démontrons maintenant que 4to = 2r, c’est-à-dire to = 7/2 où 2 est la lon- 
gueur du cercle C de rayon unité (centré en 0) dans R. Puisque o : [0, 4to[ + T 
est une bijection, x = cost, y = sint, 0 < t < 4to donne un paramétrage de C 
dont la longueur 27 est égale à 


V/cos? t + sin? t dt = 4to. 
0 


Donc to = r/2 et on a les formules (2.14) et (2.16) 


Ato 


SU in = esir/2 = 


i, e i, et]. 


Sir = s+it, 5, t réels, et e7 = 1 alors e° eff = 1 d’où e$ = 1 et s = 0 (car 
1 = |ef|let| = e°) ; donc e** = 1, ce qui entraîne t = 2n7,n € Z; ainsiet—1] 
entraîne 7 = 2nri, n € Z,et réciproquement 


e2n7i = CH it 


Les valeurs de cos(r/4), sin(r/4), etc. peuvent être obtenues directement de 
eiT/2 (Ex. 24, sect. 2.6). 

La discussion précédente a établi, entre autre, que la fonction © : R — T 
est périodique, de période 2x ; elle donne une bijection continue de [0, 27 | 
sur T, d’où l’on déduit que la restriction de o à un intervalle quelconque de 
longueur 27 du type [a, b[ ou ]a, b] donne une bijection continue entre cet 
intervalle et T. En particulier, o fournit une bijection continue entre | -7 , 7] 
et T ; soit $ : T — | —-r, x] la fonction réciproque, c’est-à-dire telle que pour 
zETonawy(z)e |-r,rl]et 


z = o(p(z)) = exp(ig(z)) : 


notons que w(—1) = 7. 

Démontrons que w est continue partout sauf au point z = —1. En effet, 
siz € T\{-1} et {2n} est une suite dans T telle que 2h — z (n — co) et 
P(2n) = tn, g(2) = t, on à que tn et t sont dans ]—r, x | pour n > no (car 
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p(—1) = x); si {in;} est une sous-suite convergente de {tn} avec in; — t 
(lorsque n;j — co) alors t = t car O(tn;) — 0) et O(tn;) = Zn; — z, d'où 
z = o(t) = a(t)et{ =t, en remarquant que t £ +r (car o(+r) = —1 # 2) 
On conclut que tn — t (n — co) établissant la continuité de @ au point 
z Æ —1 de T. D'autre part, si Mn est une suite dans ]—x, x] telle que 
n — —7 (n — co) et zh = coin), n € N, alors z, = o(tn) — o(—x) = —1 
(n — oo) ; ainsi, {zn} est une suite dans T telle que zx — —1 (n — oo) mais 
Pin) = tn  p(-1) = 7 (n — co). Ceci établit que y est discontinue au point 
z = —1. 
Pour z € C*, nous définissons 


VA 
vf) 


z = |zlexp(iargz) 


alors 


car de la définition même de w on a 


eparge) = enfig()) =o(e(E)) = E. 


De plus, on à vu que argz € |] —r, 7]; de l'affirmation sur la continuité de 
Y, On voit que z + argz est continue si z € R- (car alors z/|z| Z —1) et elle 
est discontinue si z € R- \ {0}. On a ainsi établi analytiquement toutes les 
propriétés de argz dont nous avons besoin. 

Notons que l'introduction de la fonction z + In z n’était possible qu'avec 
l’utilisation de z + argz et le fait (qui en découle) que z + expz est une 
surjection de € sur C* (c’est-à-dire exp(C) = C*) ; avec la discussion sur argz 
donnée ici, la surjectivité de exp et la définition de In sont démontrées purement 
analytiquement. À partir de l’holomorphie de In dans € \ R_, on obtiendra 
d’autres propriétés de la fonction arg = Imln ; par exemple, on aura que arg 
est une fonction harmonique dans € \ R_. Dorénavant, on sait que la fonction 
argument est de classe C© dans C \ R- car 


argz = 2arctg —— 
. 


où z = x + iy avec x, y réels, z = |z| (Ex. 13, 8 1.2.7) ; son harmonicité peut 
être vérifiée par un calcul direct en partant de cette formule. 

La discussion précédente devient plus transparente si l’on utilise un peu 
plus la théorie élémentaire des groupes topologiques ; nous présentons cet aspect 
brièvement sans donner toutes les définitions nécessaires. On a vu que 


o:R—T, o(t)=et, 


est un homomorphisme surjectif continu ayant le noyau K = Ce = 7/72 on 
sait alors que R/Æ est homéomorphiquement isomorphe au groupe compact T ; 
nous notons ce fait en écrivant R/Æ = T. Alors, 
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* nm ]0,0co[ xT=< ]0,0c[ x R/K 


où ]0,c{ est le groupe (topologique) multiplicatif des nombres réels > 0; 
notons par a l’isomorphisme C* + ]0, c[ x R/K ;ona 


a(z) = (|z|, Argz) 
où Argz € R/K. Alors, pour z1, z2 dans C*, 


Arg(z122) = Arg z1 + Ârg 22 
Arg(e1/22) = Arg a — Ang 


où les opérations dans les seconds membres sont faites dans le groupe R/K, 
c’est-à-dire modulo 2r. 

On peut maintenant définir la mesure d’angle entre les segments 
[0,z1]et[0, 22] dans € (21, z2 étant # 0) comme égale à Arg(z22/21) ; l’angle 
entre [0, z2] et [O, 21] sera Arg(z1/22). Par translation, on définit la mesure 
d’angle entre deux rayons émanant de n'importe quel point de C. 

C’est la fonction Arg : C* — R/K qui est plus naturelle que celle donnée 
par arg : C* — |-x, 7] que nous utilisons ; cette dernière correspond à un 
choix arbitraire de l'intervalle ] -7x, x | comme un représentant pour R/K. 


2.6 Exercices 


Déterminer les rayons de convergence des séries entières suivantes où 


zEeC,ne N : 


NB nee ac R 

pps 

(ii) Dh a set: 
) 


(iv Deta+n(a+maec; 


Cp ee 


n 
[2] Soit R le rayon de convergence de la série entière D, unzn € à) : 
Si 5n = 4) +: + an, n € N, démontrer que le rayon de convergence R/ de 


Dnsnz" vérifie l'inégalité R' > min(R, 1); donner des exemples où il y a 
égalité ou inégalité stricte dans la dernière relation. Etablir : 


1 
Dre Es 2eme”, |z| < min(R, 1). 


Calculer: 52 n°720 
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Soient Ro, Rp; Rab: Ra+b les rayons de convergence des séries entières 


nant, Dnôn2", Dnünbn2, Dan + bn)z® (n € N) respectivement. 
Démontrer 


HR > Wine, Rp), REP > oh 


(avec 0:00 = 0). Donner des exemples où il y a égalité ou inégalité stricte dans 
ces dernières relations. 


Déterminer l’ensemble des z € € tels que les séries suivantes convergent 


(où n € N) : 
G) D (z/G + 2)"; 


HUB E RNUICEUE 
GO D, 20720) 
CODES 


Soit À le rayon de convergence de la série entière an2z” ; déterminer 
Y n>0 ; 
Pl 
le rayon de convergence de la série entière anz 7? où m est un entier > 0. 
Y n>0 4n 
pa 


Soit R le rayon de convergence de la série entière 3,0 4n2" ; démontrer 


que le rayon de convergence R de la série entière 


Et 
n50 + an| 


est donné par À = max(R, 1). 


Soit Dy>0 4n2" une série entière, R son rayon de convergence. 


(i) Si supnlan| < © alors R > 1. 
(ii) Si supnlan| < oo mais an + 0 (n — ), alors R = 1. 


Donner des exemples pour illustrer les différentes éventualités. 


[9] Soit R le rayon de convergence de la série entière 0 An 20 ON IOn 
une suite de nombres complexes telle que 


— 1, "0<ZL< 6: 


démontrer que le rayon de convergence de la série entière D, bnz" est aussi 
égal à R. 
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Soit 


ag + an ++ agnÀ 
An — 


> por pu I 


les &;, B; étant des nombres complexes tels que a, soit bien défini pour n € N. 
Démontrer que le rayon de convergence de la série entière D anz" est égal 
à 1. (Utiliser l’exercice 9.) 


Déterminer les rayons de convergence des séries entières suivantes : 
(D En>o(-1)"2207 ; 
(ii) n ainn,n : 
(ii) Xn>o(sinn)z?. 
Soit 
HE CCC 


n2>0 


où R > 0 est le rayon de convergence de la série entière. Démontrer que 


He) — DE . (z — 20 z € B(z0;R), 
n>0 


définit une primitive de f dans B(20,R), c’est-à-dire F’(2) = f(z),z € B(20; R). 


Soit f : C — C; on pose PF = {r : f(z2+7T) = f(z), z € C}. Vérifier 
les affirmations suivantes (z = x + iy avec r, y réels) : 

G) si (2) = k(x) (hk: R — R) alors P; D iR ; si k(x) = sinz, Pr =iR+2rZ ; 
(üi) si f(2) = sin x +siny alors P; = 2x2 + (2ri)Z ; 
(ii) si f(2) = sinx +isiny alors P; = 27Z + (2xi)Z ; 
(iv) si f est un polynôme non constant, P; = {0}; 

(v) si f(z) = P(z) +e*, P étant un polynôme non constant, Pf= {0}. 


Soit f(z) = exp(az) + exp(bz), a, b, z complexes ; démontrer que f est 
périodique si et seulement si a = b = 0 ou b = ra, r étant un nombre réel 
rationnel. 


Démontrer que : 

(i) [exp 2°| —+ 00 si [2] — co, |argz| < a < r/4; 

(ii) [exp z°| — 0 si |2| — co, |argz — x/2| < a < x/4; 
(iii) sup{[exp 2°] : z£0, argz = x/4} = 1. 
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Démontrer que (z = x +iy avec x, y réels) : 


(i) sin z est réel si et seulement si y = 0 ou x = (n + 1/2)r, n € Z; 
(ii) cos z est réel si et seulement si y=0our=nr,nEZ; 
(iïi) sin z est purement imaginaire si et seulement six =nr,n eZ; 
(iv) cos z est purement imaginaire si et seulement si x = (n + 1/2)r, n € Z. 


Démontrer que |sinz| et |cosz| tendent vers oo lorsque |z| — en 
suivant une droite quelconque passant par 0, de pente non nulle. 


Vérifier les formules suivantes (z € ©) : 


(i) exp((1 + i)) = 5 2/2 ap(r) 2" 


nl? 


n2>0 
cos nz 
(ii) exp(cos z) cos(sin z) = ES EL 
n>0 
_ nn. sin NZ 
(iii) exp(cos z) sin(sin z) = » = 
n2>0 


(Pour (ii) et (ii) voir que 


exp(+inz) COSNZ , .ç—sinnz 
exp(exp +iz) = » és 5 ni Sen D A 
nr LA nr 


et exp(exp +iz) = exp(cosz) exp(+isin z).) 


Démontrer qu’une fonction f € H(D), D un domaine de C, vérifie 
f'(2) = af(r), z € D, si et seulement si f(z) = ce, z €E DoùceCen 
raisonnement comme suit : si hk(z) = f(z)e %, z € D, alors h' =0 si f = af 
d’où h = c. En particulier, la seule fonction f € H(C) telle que f’ = f avec 
f(0) = 1 est donnée par f(z) = e. 


Éoue H(Cavec (0 = 1 sf) = je) fu)ipour tout >, 
w dans €, démontrer que f(z) = e%, z € C, a € C, en raisonnant comme 
suit : f'(z + w) = f'(z)f(w) donne (avec z = 0) que f'(w) = af(w), w € 
C, a = f'(0) d’où f(w) = e%% (Ex. 19). (On peut démontrer que les seules 
fonctions continues f : € — C telles que f(z+w) = f(z)f(w) sont de la forme 
f(z) = exp(az + 87), z € € ou f = 0 (Ex. 33, sect. 2.6) ; l'exercice 20 en est 
une conséquence immédiate.) 


En partant de la formule exp(ir/2) = i, démontrer directement que 


exp() = AU). ap(+) = AUENEDE ap(®) = S (V3 +5 
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en raisonnant comme suit : si (a + 4b) = e/4 alors (a + 4b)? = i, Der =i 
Dao L'doua 0 1/02 si z = eiT/3 = (a + ib) alors 22 —2+1 — (net 
a? —a+b? =], 2ab-b=0, d'oùa=1/2,b— 2 eîT/3 eit/6 = eit/2 donne 
alors la valeur de eT/6. 


Vérifier que cos z = w entraîne que 
z = —iln(w + Vu? -1) +2nr, nEZ. 
En particulier, cos : € — € est surjective. (Résoudre € + EL = 2w, € = ee) 
Vérifier que sin z = w entraine que 
z = —iln(iw + 1-w?) +2nr, nez. 
En particulier, sin : € — € est surjective. 


Vérifier que tgz = w, w # +1 entraîne que 


l’équation tgz = +i n’a pas de solution. 


Soit a € R ; vérifier que 


où 0 = 2arctga ; en particulier, tgz = a entraîne que z est réel et z = 0/2+nx, 
n € Z (utiliser la formule de Ex. 13, 8 1.2.7). 


Donner toutes les déterminations de 
Ds Gé; Gin (0. 


Trouver tous les nombres a et z dans C tels que : 


(i) toute détermination de a° soit réelle ; 
(ii) toute détermination de a? soit de valeur absolue 1. 


En utilisant la proposition de convergence majorée (8 2.2.4) démontrer 
que 
lim (1+2n)" = exp(z) 


Nn— 00 


2, en 01,2 : etlim, 12, — 2 Piperticule 


lim Gi =E 2Y Exp) 72 €eC. 


n— 00 
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(Ecrire 
- n 
(1+2n)" = Yan), ag(n) = (7) 23 SNS En 
k=0 


vérifier que, pour k > 0 fixé, az(n) — zË/E! (n — oc) et [ag(n)| < PEJE!, 
P = SuPn [n2n|.) 


Vérifier que cosi est réel en observant que cosi = ch1; obtenir que 
3/2 < cosi < 5/3. Calculer cosi +isini. 


Vérifier que, pour z € C, 
[cosz| <ch|z|, |sinz] <sh|z|; 


en déduire que, pour {z| < 1, |cos z| < 2, [sin z| < 6/z|/5. 


Soit 
= : 
exp(—2 siz <Z0 
f(2) = { p( ) F 

0 Si 2e M} 
Posons u = Ref, vu = Im f ; vérifier que, pourt € R, u(t,0) = f(t), u(t,0) = 0 
u(0,t) = fit), u(0,t) = 0; en déduire que les équations de Cauchy-Riemann 
pour u et v sont vérifiées partout dans € alors que f n’est pas holomorphe dans 
C car f est discontinue au point z = 0, étant donné que lims—o|f(t +it)| = 60. 


En utilisant la proposition 2.3.4 (ii) et l’exercice 28 démontrer que 
nm 
fi + 2) — expz (n— 0) uniformément en z € B(0;R) 
n 
pour tout Jr, DUR < co: 


Soit f : C — C une fonction continue telle que 
fau) = fG)+jf(w), avec. 


Démontrer que 
f(&)=az2+8b7, zEeCpoura,beC 


en raisonnant comme suit : si f(1) = a € C, on obtient f(n) = na, n € Z, 
ensuite f(m/n) = (m/n)a, m € Z,n € N* et par continuité f(r) = ax,z ER; 
de même, f(i) = B entraîne que f(iy) = By, y € R, d'où (2) = f(x) + f(iy) = 
ax + By (2 = x + iy avec r, y réels) ce qui équivaut au résultat signalé. 


REMARQUES. Noter que z — f(z2) est linéaire si et seulement si f est holo- 
morphe, c'est-à-dire si b = 0. 
On peut être tenté par le raisonnement suivant pour établir que les conditions 


f:C—Coeontinu, f(1)É40, f(z+w)=f(z)f(w), z:wecC, 
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entraînent que f(2) = exp(az+bz) : soit g(z) = 1n f(z) ; g(z2+w) = g(z)+g(w) 
donne g(z) = az + bz d'où f(z) = exp(az + bz). Comme cela est signalé dans 
l'exercice 20, ce résultat est juste mais le raisonnement indiqué est insuffisant 
car In 2129 £ In z1 + In 22 en général (cf. Ex. 42, sect. 5.10). 


Soit à = a +1b, a, b réels et z € C* ; vérifier que 


[2%] _ [2|fe2 71508, 


En conclure que 

(i) lim [2%] = 0 si et seulement si Rea > 0; 
(ii) lim [2%] = oo si et seulement si Rea < 0; 
(ii) si Rea = 0 


lim [2%] n'existe pas. 
z—0 


La série Zn zMn (On 206, n > 1) est absolument convergente si et 


seulement si [z| < e71 (car [27 = nnlel si 2 2 O0). 


Vérifier que In(az) = Ina +ln2 si a est réel et > 0 et z € C* ; voir que 
ce résultat est en défaut si & < 0. 


Vérifier que In exp(1 + 4i) = 1 + (4 — 2x). 


Vérifier que, si [2| < 1, 


1 2 1 1+3z 
ni” = 
en posant z = re”, 0 < r < 1, on déduit que 
1 1 1— 72 r sin 0 
= + TOCO NT 0 = ——ç, 
2 2 2 1+ 72 — 2r cos 0 ? > A 1+72 — 2r cos 0 


Soit z = x + iy avec x, y réels; vérifier que [sinnz| < e"lÿl si n — 
1,2,...;en déduire que )},., 2 "sin nz converge absolument si | Im z| < In 2 ; 
n>l ; 
par contre, si | Im z| > In2, démontrer que [2 "sinnz| 4 0 lorsque n — 
(voir exercice suivant) de sorte que D n>12 ”Sinnz diverge si |Imz| > In 2. 


Démontrer que la série D. n_?sinnz converge seulement pour 2 réel, 
car 


il 
[sinnz| > = (erlul _ el), y=Ims. 
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Soit 
00 
fa= San, 2e B(R); 
n=0 


démontrer que f(z) = f(—z2), z € B(0;R) (f est paire) si et seulement si 
aj = a3 =:::=— 0; démontrer que f(z) = —-f(-z), z € B(0;R) (f est impaire) 
si et seulement si ag = a2 = a4 = :-- = 0. En déduire que f est paire (resp. 
impaire) si et seulement si f’ est impaire (resp. paire). 


Démontrer que, si a # 0, l'équation exp(1/z) = a possède une infinité 
de solutions dans tout voisinage ouvert de zéro en établissant qu'il existe une 
suite {zn} dans C* telle que 2n — 0 (n — œ) et exp(1/2»n) = a, n = 1, 2, 


Soit f(z) = 2%, z € C*, à non entier; si z = —t, t > 0, f(—t) = 
exp(alnt+iar) alors que 


lim  f(z) = exp(alnt — iar) £ f(-t). 


2Z——t 
Re z<0 
Im 2<0 


(Noter que argz € ]—x, -r/2[ si z est tel que Re z < 0, Imz < 0.) 
Démontrer qu’il n'existe aucune fonction continue 
FC Chielequef (2: 7e0C, 


en raisonnant comme suit : f(z) 0 pour tout C* ; en passant à — f, si néces- 
saire, on peut supposer que f(1) = 1 ; pour w € C* fixé, la fonction z ++ g(z) = 
f(2)f(w)/f(zw) est continue avec g? = 1 d’où l’on obtient g = 1 (car g(1)=1 
et g est continue) ; ceci étant, on a f(z)f(w) = f(zw) pour z et w dans C*, 
f() = 1 ; alors on aura l'absurdité —1 = f?(—1) = f(—1)f(—1) = f(1) = 1. 


REMARQUE. Ceci démontre qu'il n’y a aucune détermination de 21/2 définie 
et continue pour tout z € C* ; par contre, z 21/2 est holomorphe lorsque 
2 EC RE. 


De l'exercice 44, on déduit qu’il n’existe aucune fonction logarithme 
dans le domaine C* ; en effet, si À : C* — C* est continue et expA(z) = z, 
z € C, la fonction z ++ f(+) = exp((1/2)\(2)), z € C*, sera continue avec 
f?(z) = 2, z € C*, ce qui est impossible. 


REMARQUE. La discussion dans les exercices 44 et 45 se base sur [19, p. 34]. 


CHAPITRE 3 


Formule intégrale de Cauchy 


3.1 INTRODUCTION 


Soit f une fonction holomorphe dans une partie ouverte de € contenant 
un disque fermé D ; nous établissons dans ce chapitre que les valeurs de faux 
points a € D sont uniquement déterminées par ses valeurs sur la frontière y de 
D au travers d’une formule 


, FC ae D. 
f(a) Î 2, aë 


271 z—a 


Cette formule et ses variations forment un outil important, pour ne pas dire 
essentiel, de l’analyse complexe. Après avoir établi la définition et les proprié- 
tés des intégrales comme /f Jr DOUS démontrons ces formules dans la section 3.4 
sous une hypothèse supplémentaire de continuité de f’ ; dans la section 3.5 on 
montre comment cette hypothèse peut être éliminée. On établit le développe- 
ment en série de Laurent en section 3.6, ce qui généralise le développement 
en série de Taylor démontré auparavant dans la section 3.4; ceci permet la 
classification des singularités isolées (pôles, singularités essentielles). Plusieurs 
exemples au sujet de ces développements sont donnés dans la section 3.7 ; on 
peut considérer le reste de notre livre comme formé des conséquences tirées 
des formules intégrales et des développements de Taylor et de Laurent. La sec- 
tion 3.8 contient les exercices illustrant les sections 3.4 à 3.7. On a ajouté une 
section 3.9 où nous indiquons certaines généralisations des formules intégrales 
que nous ne poursuivrons pas dans ce livre et qui contient quelques remarques 
historiques. 


3.2 FONCTIONS COMPLEXES D’UNE VARIABLE RÉELLE 


3.2.1 Préliminaires 
Soit f : I — C, I un intervalle de R; posons u = Ref, v = Imf. Si 
a € T, on écrit ; 
(a) = lim à {f(a +) — F(a)} : 


on dit que f est dérivable au point a si f’(a) existe avec f'(a) € C ; on dit 
que f est dérivable (dans I) si f est dérivable en chaque point a de J; si 
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a est une extrémité de J, f'(a) sera la dérivée unilatérale correspondante. Il 
est clair que f est dérivable (en un point a de 7 ou dans 1) si et seulement 
si les deux fonctions réelles u, v sont dérivables (en a € Z ou dans 7) et alors 
f! = u!+iv! ; aussi, les théorèmes et les règles de calcul concernant les fonctions 
réelles dérivables définies dans Z sont presque tous valables pour les fonctions 
complexes dérivables. Nous donnons (8 3.2.2) un petit résumé de ceux qui nous 
seront nécessaires plus loin. 
Si [a, b] est un sous-intervalle compact de J, on définit 


[ro [una four, 


en supposant que u et v sont intégrables dans un sens approprié; si f est 
continue ou continue par morceaux dans [a, b] (ce qui sera toujours le cas 
dans ce volume), on peut considérer les intégrales de u, v au sens élémentaire 
(dit de Riemann). Si Z est un intervalle non borné, on définira f, f(t) dt comme 
une intégrale impropre ; par exemple, si ] =/[0,œ/{,on posera 


ro Pro im [ro 


en supposant que ces intégrales existent ; on dira alors que f est intégrable ; si 
HO] dt < co, on dira que f est sommable ou absolument intégrable. Ici 
aussi, les fonctions seront toujours continues ou continues par morceaux dans 
chaque sous-intervalle compact de J. Les théorèmes et les règles concernant 
les intégrales des fonctions réelles continues ou continues par morceaux sont 
supposés être connus ; nous donnons un petit résumé (8 3.2.3) de ceux formulés 
pour les fonctions complexes. 

Une description de la théorie de l’intégration au sens de Lebesgue est 
donnée dans le volume 1 [9] ; cette référence contient tous les théorèmes au 
sujet des intégrales des fonctions réelles dont nous aurons besoin. En fait, on 
utilisera peu de résultats de cette théorie et le résumé donné ci-après sera 
largement suffisant. 


3.2.2 Règles de dérivation 


Soit 1 un intervalle de Reta€e I. 


(i) Soient f, g deux fonctions complexes définies dans I qui sont dérivables 
au point a ; alors f + g, fg sont dérivables au point a et 


(f+g) (a) = f'(a)+g'{(a), (fg)'(a) = f'{a)g(a) + f(a)g'(a). 


Si, de plus, g(a) £ 0, alors g(t) £ 0 pour tout t dans un sous-intervalle 
de TI contenant a et f/g est dérivable au point a avec 


F\' 4e — f'(o)a(a) — f{a)g!(e) 
o 6e g?(a) | 
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(ii) Soient y : I — €, f : À — C avec y(1) C À, À étant une partie ouverte 
de C. Si f € H(A) et y est dérivable au point a € I, alors g = fo est 
dérivable au point a et 


Nous laissons la démonstration de la validité de (i) et (ii) comme un 
exercice ; elle peut être faite en partie en les ramenant aux parties réelles et 
imaginaires des fonctions concernées ou, encore plus facilement, en suivant les 
démonstrations correspondantes pour les fonctions holomorphes données dans 
le chapitre 1. 


Une illustration simple de la règle (ïü) est la suivante: siteRetzec, 


cet DRE 
—(etiz) _ izett? ; 

dt 

Nous utiliserons ce genre de calcul sans commentaires. 


Notons aussi une proposition simple concernant une fonction f : I — C: 
si f est dérivable au point a € T alors f est continue au point a ; si f est 
dérivable dans I et f'(t) = 0 pour tout t € I alors f est constante dans I. La 
démonstration est immédiate en utilisant, par exemple, la validité de la même 
proposition pour les fonctions réelles. 


3.2.3 Règles d’intégration 


Soit Z un intervalle de R ; nous donnons les règles d’intégration pour un 
sous-intervalle compact [a , b] de I ; ces règles s'étendent à J si les fonctions 
concernées sont intégrables ou absolument intégrables. Sauf mention expresse 
du contraire, les fonctions considérées sont continues ou continues par morceaux 
dans les sous-intervalles compacts de I. 


{i) Soient f, g: 1 — C ; alors 
b b b 
Juo+sw}a= | rat+ | g(é) dé 
b b 
1 afbat = a | f(tidt, aec, 
b b 
Î He - | f(t)dt (c’est une convention) 


f'roa- f'roa+ [roc a<c<b, 


avec : 
j Id = 0Mpouintoutatenr 
a 
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Re( fou) - f'reroar, mm | fProat) - [im see 


La démonstration de (i) est immédiate. 


b 
< | Far. 


(ii) Inégalité de majoration 


fe dé 


DÉMONSTRATION 


Soit à = 0) dt ; posons 8 = &/|a| si a #0 ; si a = 0, (ii) est banal ; 
sinon, |8| = 1, &5 = |al et 


b b b b 
Wi= f sroa= | Rtsro}ar< | Isola [ Isola 


en remarquant que Ê Im{Bf(t)} dt = 0 car Ê Bf(t) dt est réel. + 


(ii) Théorèmes de convergence 


(a) Si fn — f, n — co, uniformément dans [a , b], alors 


lim. [ oo [ra 


(b) Si f(t) = Enzo fn(t), t € [a, b], la série étant uniformément con- 
vergente dans [a,b] (ou, en particulier, normalement convergente 
dans [a , b]), alors 


1 rod=S | £a 


2 & 


DÉMONSTRATION 


(a) Soit no tel que AE) — f()) <epour te [a,blet n > no; un tel n 
existe pour un € > 0 donné, à cause de la convergence uniforme de f, vers 
f dans [a, b] ; alors, pour n > no, 


t) a [rar 


ce qui établit (a). 


b 
< ] 1 - fat < et - 0) 


(b) Ceci est une conséquence immédiate de (a). + 
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(iv) Théorème fondamental du calcul différentiel et intégral 
Soit f : I — € continue. 


(a) Posons F(t) = js f(s)ds,t € I, a étant un point quelconque de I ; 
alors F'(t) = f(t), t € I. On dit que F est une primitive de f 
dans I. 

(b) Supposons que f est continüment dérivable dans I (c'est-à-dire f(t) 


existe pour toutt EI ettr f'(t) est continue dans I) ; alors, pour 
a, b dans I, 


b 
j f'E) dt = F6) — (a). 


La démonstration de (iv) est immédiate à partir de sa validité pour les 
fonctions réelles. 


(vu) Intégration par parties 
Si f et g sont continüment dérivables dans T et a, b € T, alors 


b b 
ul Fate) dt = {f(b)g() — f(a)g(a)} — ÿ f(É)g/(E) dé. 


On écrit fal pour l'expression f(b)g(b) — f(a)g(a). 


DÉMONSTRATION 
De {fg)' = f'g + g'f, on obtient 


b 
b 
ll (f'g+g'f}dt = fol, 
a 
ce qui donne (v). + 


(vi) Changement de variables 
Soit @ : J — I une fonction continüment dérivable, J étant-un sous- 
intervalle de R ; alors pour f : I — € (continue) et a, b dans J' on a 


DÉMONSTRATION 


Soit F une primitive de f dans 1 ; son existence est garantie par (iv)(a). 
Alors de (iv)(b), on a 


b | : p(b) 
RCOCOTE HÉACOL ECO SES ECC 


p(a) 
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À titre d'exemple de calcul on a, pour a € C*,a,bER, 


: 1 
! exp(at) dt = = {exp(ab) — exp(aa)} 


cart (1/a)exp(at) est une primitive pour t + exp(at) dans R. On en déduit 


que 
a+27 2 : 
| exp(int) dt = Fe ue 
& dr Gw®=\) 


3.3 INTÉGRALES CURVILIGNES 


3.3.1 Définitions 


Rappelons qu’un chemin dans € est une application continue 
y:[a,b]— Coù[a, b] est un sous-intervalle compact de R; si y([a, b]) C À, 
on dit que le chemin y est dans A et que y relie les points y(a) (son ori- 
gine) et y(b) (sa fin) dans À ; y s'appelle un lacet si y(a) = y(b). Le chemin 
y: [a,b]— C est de classe C? (ou simplement C1) si y est continûment déri- 
vable dans [a, b]; on dira que 7 est un lacet C'! si y est continûment dérivable 
et y'(a) = y'(b) ; y est Cl par morceaux s’il existe 


0 


tels que y est continüment dérivable dans chaque intervalle [t;_1,t;], j = 
1,...,n.Siy:[a,b] — Cest un chemin C1 par morceaux, y/(t) existe et est 
continue dans chaque intervalle |t;=1,t;], j =1,..,n, mais, sa < 15 D, 
v/(t;-) est peut-être différent de /(t,+). 

Soit y : [a, b] — € un chemin C1 par morceaux: si ae ble Aer 
f:A— Cest continue, nous définissons 


b 
Jr | OMIC de (3.1) 
y a 


nous dirons que le f(z) dz (ou simplement 1e f si aucune ambiguïté n’en ré- 
sulte) est l'intégrale de f le long du chemin 7. Dans ce volume, nous 
intégrons seulement les fonctions continues le long de chemins (ou de lacets) 
CT par morceaux. Il est utile quelquefois d'introduire un autre type d’intégrale 
curviligne que nous noterons comme 


[res où FOI 


on pose 


b 
Jroua= frowholar. (3.2) 
0 a 
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Les intégrales (3.1) et (3.2) existent toujours (sous les conditions données sur 


f et y) car les fonctions (fo)7/, (fo)|7/| sont continues par morceaux dans 
[oral 


Un chemin 7 : [a,b] — € est dit simple si y est injective ; un lacet 
v:[a,b]— Cest dit simple si la restriction de 7 à [a, b[ est injective. 


CN nt de 


chemin simple chemin non simple 
lacet simple lacet non simple 


Fig. 3.1 


3.3.2 Quelques propriétés des intégrales curvilignes 


Les propriétés élémentaires des intégrales (3.1) et (3.2) sont semblables 
(sinon identiques) à celles des intégrales curvilignes réelles des champs vecto- 
riels (ou des 1-formes différentielles) que nous avons étudiées dans le volume 1 
[9]. Ces propriétés sont des conséquences immédiates des définitions ; nous les 
présentons ici accompagnées de démonstrations succinctes. 


On suppose que les chemins sont Cl par morceaux, dans un ensemble 
donné À C € et que les fonctions à intégrer sont continues. 


(i) Linéarité 


Î tre) + ae) = Î fG)d2+ Î g(z) dz 


7 


faroa-a fs. RRaic, 


(i) est immédiate. 
HD [é CNC nous posons (Oo );, 5 0, bb C 
est tel que (a) = (b}, F(b) = y(a) ; si y est un chemin eono2r 


morceaux), 7 est aussi un chemin C1! (ou C! par morceaux) appelé le 
chemin opposé à y. On a alors 


Lros-- [rose 


[re la] = [re ldz! . 
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En effet, 


b 
Lio | f(r(a+b-t))y{(a+b-+t)(-1) dt 
"h (À 


[rt = f(r(a+b-t))|y(a+b-t)]dt 


à b 
ÉCOLOS ECO 


= [re@raa. 


(ii) Soient 8 :[a,b|—[c,d],6:[c,d]— Cet y:{a,b] — € où y = 608,8 
étant strictement monotone de classe C! et 6 un chemin C1 par morceaux. 
Alors est un chemin C1 par morceaux ; on dit que y est obtenu par un 
reparamétrage de 6 ; si 0 est croissante on dit que 7 et 6 sont des chemins 
équivalents, orientés dans le même sens : Si 0 est décroissante, on 
dit que 7 et 6 sont deux chemins équivalents, orientés dans le sens 
opposé. Puisque 071 :[c, d] — [a, b] est aussi strictement monotone de 
classe C1 (croissante si 8 est croissante, décroissante si 4 est décroissante) 
et 6 = 70871, on voit que si y est équivalent à 6 (orienté dans le même sens 
si 0 est croissante), alors 6 est équivalent à y (orienté dans le même sens 
si 0 est croissante, dans le sens opposé si 0 est décroissante). Alors, on a 
l'indépendance de paramétrage exprimée par les formules suivantes : 


fret fr 


| Het | f(z)dz si 0 est croissante 
7 ô 


L f(2) dz = — j f(z)dz si 4 est décroissante. 
7 ô 
La dernière relation généralise (ii) car ? est équivalent à + mais orienté 
dans le sens opposé. 
Pour la démonstration, on fait les calculs suivants ; on a 
b ; b 
[l rade 1 COLIN Î f(608(t))|6" ° 8(4)| |6/(+)] dt 
7 a a 


d 
= | TUOINOIE ES FCFA 
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ce que l’on vérifie facilement dans les deux cas 9’ > 0 (8 croissante) et 9! < 0 
(8 décroissante). De même, si 0 est croissante, 
b 
a 


| foiez =) f(6 0 8(t)) 6’ o8(t)8/(t) dt 
: 


d 
= rt) Sas = f sac 


car ici O(a) = c, 0(b) = d. Si 8 est décroissante, on aura 8(a) = d'et 8(b) = c, 
et on obtient la formule donnée de même manière. 


(iv) L'indépendance de paramétrage nous permet d’indiquer un chemin géo- 
métriquement sans donner une formule de paramétrage explicite. Ainsi, 
nous pouvons parler d'intégrer le long d’un segment [ 21, 22] ; ceci veut 
dire que l’on prend un chemin donné par 


ACTE 2) UC, 


pour intégrer le long de 7, mais on peut prendre aussi tout autre chemin 
qui parcourt le segment de z1 à z2 (ce qui précise le sens de parcours 
ou l’orientation du chemin) passant par chaque point une seul fois ; par 
exemple, 

Hoe ASC) 6), TURN, 


donne un chemin équivalent orienté dans le même sens. Par contre, 
F(t)= 22 +t(z1 — 22), 0O<it<1, 
donne un chemin équivalent à 7 (ou 6) mais orienté dans le sens opposé. 
Le chemin donné par 
y(t) —a+ret, 0O<t<2r, 


sera appelé le cercle de centre a et de rayon r > 0 orienté positivement ; 
c’est un lacet de classe C1. | 

Si +1 et 2 sont deux chemins (C'! par morceaux) tels que l’origine de 
72 est la même que la fin de 1, alors il est clair que l’on peut construire un 
chemin 7 (C1 par morceaux) (noté y1 V y2) en juxtaposant 2 après y. 


il (a) 2 (d) 


Fig. 3.2 
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On peut avoir y1 : [a, b] — €, +2 : [c, d] — € avec ÿ1(b) = y2(c) ; on 
peut définir alors 7 comme suit : 


= v1(t) SE 
ie ML DEC) SON TEE 


mais la définition analytique explicite n’a aucune importance. On définit main- 


tenant 

jh Eire (z) a+ | Gide 

NV? 71 72 
J sœua= f ra f real. 

Ve a 72 
On peut généraliser ces définitions à la juxtaposition de n chemins 1, ..., Yn 
pourvu que l’origine de y; coïncide avec la fin de 7;_1, j = 2,...,n avec, par 
exemple, 


Le FOIE > [ f(z) dz. 


(v) Siy:[a, b] — C, nous posons [7] pour la trace de 7, ce qui est l’ensemble 
y([a, b]) ; deux chemins équivalents ont évidemment la même trace. On a 
l'inégalité principale suivante : si y([a, b]) — € est C'? par morceaux 
et f est continue dans [y], alors 


| Î f() 4 


S [re Idz| < ML (3.3) 


où 


b 
M = sup | (2) = sup |f(y(E))| LL jh y/(E)| dt = longueur de 7. 
z€[r] <t<b a 


LESES 


En effet, 


ï. ft) dz 


b 
Î f(x)» dt 


b 

< 070 ARR = z)||dz 

ACOIOE Er TOI 
b 

<M | pOa= mr. 


Notons que [7] est une partie compacte de € car c’est l’image d’un intervalle 
compact [a, b] par une application continue 7 ; puisque f est continue dans la 
partie compacte [7], |[f| est borné dans [y], c’est-à-dire M = If 00: 
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(vi) Convergences des intégrales 
Soit y:[a, b] — C un chemin C1 par morceaux dans un ensemble À C C. 


(a) Si fn — f, n — co, uniformément dans À, alors 


im. " fn(a) de = Î f()dz. 


(LS Zn>0 fn(z), z € À, la série étant uniformément conver- 
gente dans A (ou, en particulier, normalement convergente dans À), 


alors 
froa= [rte 


n>0 


Pour établir (a) on utilise simplement le (a) du théorème de convergence 
(8 3.2.3(ii)). En effet, on a 


CEE CO D ja [41 t) dt = [ro 


car (fn o y) — (fo y) (n — co) uniformément dans [a, b] d’après la 


relation 
sup |fn(9(#)) 7) - F0) 7] < [fn — FIL spl OI "5 0 
a<t<b t 


On obtient (b) comme une conséquence immédiate de (a). 


3.3.3 Deux calculs 


Soit y:[a,b] — € un chemin C1 par morceaux dans une partie ouverte 
A de C. Soit f : À — € une fonction continue qui possède une primitive F 
dans À, c'est-à-dire F € H(A) et F'(z) = f(z2), z € À. Alors 


Î f(2) dz = F((6)) — F(a(a)). nc 
2? 
En effet, 
b 
| fete = j FO ae 
7 a 
si y est C1, 
d : 
FLO) E = EFQE) «free FRE 


ce qui est (3.4) ; si y est Cl par morceaux, soit 


D 0 
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tels que + est C1 dans [ét], 721," alers 


j j@) u=Y je f(x) vo à 


2 (rt5)) - F(itt5-1))} = F6) - F(r(a)) : 


En particulier, sice C, 


eux = e{rtt) a(e)} 
7 


1 
[ra ares {by T1 oo) Do. 


On remarque que si 1 et 2 sont deux chemins C1 par morceaux dans À 
(ouvert) qui ont la même origine z1 et la même fin z2, et si f possède une 
primitive F' dans À, alors on à 


jou | red 
AA 0y2 
car chacun des deux membres vaut, d’après (3.4), F(22)— F(z1) ; en particulier, 
j 1) de 0 
Y 


si y est un lacet C1 par morceaux dans À ; notons que ceci est appliquable 
si f(z) = (z- 20)" ,n € N°, car alors F(z) = (n + 1)" (2 . 25) est une 
primitive de f. 

Nous formulons ces conséquences de (3.4) formellement comme suit : pour 
une fonction continue f : À — € {A ouvert dans C) possédant une primitive F 
dans À, la valeur de le f(z) dz dépend seulement des valeurs de F à l’origine et 
à la fin de 7 ; en particulier, je f(x) dz = 0 pour tout lacet (C! par morceaux) 
y dans À. 


On verra dans la suite qu’une fonction continue f : À — € (A ouvert 
dans C) possédant une primitive F dans À, est automatiquement holomorphe 
dans À ; par contre, même une fonction holomorphe f € H(A) ne possède pas 
nécessairement une primitive dans À comme le montre le calcul suivant. 

Soit À = C\ {a}; posons f(z) = (2-a)",n € Z; alors, f € H(A) pour 
tout n € Z. Nous calculons 1e f(z) dz où y(t) = a +reît, 0 < t < 27, le cercle 
de centre & et de rayon r > 0 orienté positivement ; on a 


27 x , 27 . 
| f{z)dz = 1 rer . retti dt = ir T1 | etn+i} qe. 
q 0 0 
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D’après un calcul simple (8 3.2.3) : 


() 


27 sin = —1. 
Donc 
n 0 sin £ —1 
_ dr 
le . é re sin = —1. (3.5) 


D'après le corollaire de (3.4) énnoncé ci-dessus, (3.5) entraîne que la fonction 
(holomorphe dans C \ {a}) z+ (2- a)! ne possède pas de primitive dans 
C\{a}. 

Par contre, zH (z _ a)”, n Æ —1, possède une primitive dans € \ {a} 
(dans € si n > 0) donnée par (z — a)"+"/(n + 1), ce qui explique aussi le 
résultat 0 dans (3.5) pour n # —1. 

On verra dans la suite l'importance capitale de (3.4) (et de son corollaire) 
et de (3.5); on peut presque dire que (3.4) et (3.5) résument les résultats 
principaux concernant e f(z) dz pour les fonctions holomorphes f. 


3.3.4 Exemples 


Soit f(z) = zsinz,z € C ; on détermine une primitive de f dans C par les 
manipulations familières du calcul intégral réel. On démontre dans la suite que 
toute fonction entière possède une primitive dans C. Pour la fonction entière f 
en question, cette preuve est immédiate car 


et 


est une primitive (Ex. 12, sect. 2.6). Mais il est plus utile souvent de déterminer 
une primitive par la manipulation habituelle suivante. Ecrivons f f(2) dz pour 
une primitive de f ; cette écriture n’a rien à faire directement avec les intégrales 
curvilignes Fe f(2) dz. Alors 


Jzsinede=-2c082+ f'ecszde = 20082 + sine, 


ce qui correspond à l'opération d'intégration par parties pour les intégrales dites 
indéfinies dans les cours de calcul différentiel et intégral ; ainsi, sin z — zcos2 
donne une primitive pour z2++ zsin z dans €. Donc, de (3.4), 


2=7(b) 


il zsinzdz = (sinz—zcos2) Es 
3 
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pour tout chemin (C! par morceaux) 7; par exemple, si y est un tel chemin 
reliant 0 à x (0 est l’origine de + et 7 est la fin de y), alors 


Jesnsde=r. 
. 


Calculons 1 = He tsinit dt. On peut le faire par une intégration par partie 
(8 3.2.3(v)) mais notons que si y(t)=it,0<t<7T,ona 


—T = Î zsin z dz = (sin z — zcos ni = sin(ir) — ir cos(ir) 
ÿ 


d’où 1 = ir cosir — sinix. 
La fonction z + 1/z possède une primitive donnée par In z dans C\R- ; 
si y est un chemin (C! par morceaux) dans C\R- reliant 1 à à, on aura d’après 


(3.4) 
Î= = In [= eu 
Te cn Z—l D. 


Prenons y{t) = (1-t)+ti, 0 <t< 1; 7 parcourt le segment [1,1]; on aura 


dz Lis T 
dt = 1— : 
re = Tee oi 


d’où, en passant aux parties réelles et imaginaires, on obtient 


jh dt CT [ LE 
DO 0 NOTE EE NES 
résultats que l’on peut aussi obtenir directement. 


Soit ynlt) = et,0<t<27T, n € Z; calculons 


dz 


VA 


hi — 
Yn 


On a a. 
F en in : 
la — | ent. di — (2ri)n 


Notons que 70 est le chemin constant : yp(t) = 1 et que 


(2) dz = 


To 


pour toute fonction f définie en z = 1. Pour n # 0, yh parcourt le cercle 
unité (centre 0, rayon 1) n fois dans le sens positif si n > 0 et n fois dans le 
sens opposé si n < 0; ceci explique le résultat : ], = n11. On voit aussi que 
Fe Î(z)dz ne dépend pas seulement de la trace [y] du chemin +: il dépend de 
la nature du parcours 7 tout entier. 
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3.3.5 Conventions 


Dans la suite on décrira les chemins circulaires ou polygonaux par une 
indication géométrique. Ainsi, on dira que 7 est le segment de z1 à z9 au lieu 
d'écrire une formule comme 


DONC = 21), M0 << 


de même, on dira que 7 est le chemin polygonal 21 — z2 — z3 (donc, l’origine 
de 7 est 21 et sa fin est z3) au lieu d’écrire que + = 1 V +2 où y1 est le segment 
de z1 à z2 et y2 le segment de 29 à z3. 

Au lieu d’écrire 


(= at+ret, DRAP, 


on dira que 7 est le cercle |z— a] = r orienté positivement ; s’il s’agit d’intégra- 
tion par rapport à ds = |dz|, la précision concernant l'orientation est superflue. 
De même, on dira que 7 est le demi-cercle de r à —r dans le demi-plan Im z > 0 
au lieu d’écrire 

y{th=ret, O<t<r. 


Aussi, pour certaines parties de € qui reviennent très souvent, on utilisera les 
descriptions brèves (mais non ambiguës) suivantes. Le disque ouvert B(a;r) 
sera décrit comme le disque ouvert |[z— a| <r, B(a;r) comme le disque fermé 
|lz — al < r ; l’ensemble {z : Rez > 0} sera appelé le demi-plan supérieur 
ouvert où simplement le demi-plan Rez > 0. Le cercle {2 : [z— a] = r} sera 
décrit comme le cercle |z2 - «| = r; [21, z2] représentera le segment {z = 
z1+t(z -):0<t<1}. 
Une bande horizontale est un ensemble de la forme 


{z:Imzel} 


où J est un intervalle borné : elle est ouverte, fermée, etc., selon que J est ouvert, 
fermé, etc. On définit de même une bande verticale comme un ensemble de 


la forme 
{z2:Rezel} 


avec Î un intervalle borné. On indiquera ces bandes en écrivant les formules de 
type a < Im z < b ou a < Rez < b, etc. 


3.3.6 Exercices 
Vérifier que si n est un entier Z —1, 


ET 
[a+ D 
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Voir que 
(1+it)" = (1+ ue exp(inarctgt), tER,neZ. 
En déduire que, pour n € Z\{-1}, 


| (1 + te cos(n arctgt) dt = TEE DE sin mi 


il 
2 n/2 : ue il . (n+1)/2 (n +1)r 
Î (1+4)"/"sin(narctgt) dt = AE . 2 EE 7 


Après la transformation x = arctgt, on obtient les valeurs des intégrales 


x/4 T/4 
A = 
| (sec x) +2 cos nx dx : | (secx) RTE innzx dr 
0 0 


pour n entier, n £ —1; pour n = —1, ces intégrales sont faciles à calculer 
(Ex 2). 


Vérifier 
1 . 
; il 
[a+ ldt==In(+i)=7 5 In. 


En procédant comme dans l'exercice 1, on obtient 


ù 1722) 
[a+ Cos(narctgt)dt — 
0 


SES 


jl 
| (1 + so sin(n arctgt) dt = 
0 


d’où 


x /4 1 
| ae — Alure 
0 2 


que l’on calcule directement sans peine. 
Soit f(t) = exp(at),t E R, à € C* ; vérifier que F(t) = a !exp(at) 
donne une primitive pour f dans R ; si @& = a + tb, a et b réels, en déduire 


at 


fi exp{at) cos bt dt = rs (a cos bt + bsin bt) 


at 


| exp(at) sin bt dt = (a sin bt — bcosbt) 


a? + b? 


où les intégrales représentent une primitive dans R des fonctions concernées. 
On conclut que, pour a > 0, 


| ER  — RTE ! eT% sin bt dt = ET 
0 (} + b 0 a + bp? 
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Vérifier 


z — it 


b 
Î se = i{ln(z — 5) — In(z — ia)} 


où —00 < a < b < ©, Rez > 0 ; en conclure que 


b 
æ dt = = 
[l MERE ne, — arctg( 1 <) arc ( 2? *) 
a æ+(y-t) T “ 


st>0,yEeR. 


Calculer 


(i) j 202. 
à 
(ii) fra, 
5 
(ii) d es 
% 
où 7 est le chemin polygonal 0 — (1 +) — 2. 


[6] Calculer [, In z dz où + est le segment de 1 à . 


Z 1 
Calculer f, ze dz où : 
(i) + est un chemin quelconque (C! par morceaux) reliant 0 à 2ri ; 
(ii) + est un lacet C1 par morceaux. 
Soit a € € ; calculer É 2% dz dans les cas suivants : 


(i) y est le demi-cercle allant de 1 à —1 dans le demi-plan supérieur (où 
Imes 0); 
(ü) y est le demi-cercle allant de 1 à —1 dans le demi-plan inférieur (où 
ln 0) 
(in) + est le cercle de centre 0 et de rayon 1 orienté positivement. 


Pour quels @ aura-t-on la valeur 0 dans le cas (iïi) ? 


[9] Calculer Fe |z — 1||[dz| où + est le cercle unité |z] = 1. 


Démontrer directement que 


il z7? az 
à 


où 7 est le segment de à à —1 ; calculer 1 z7? dz exactement. 


£ 2V2 
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Démontrer que 
2H 


QU) 


dz 
PUS | 


7 


où y est le cercle |[z[ = R, R > 1. 


Soit f : ]0,1] — € une fonction continue, on dit que l’intégrale im- 
propre É f(#) dt existe si lime-,0 de f(t) dt existe et on pose 


['roût= 1m [rot 


Démontrer que l’intégrale impropre Fe f(t) dt existe si et seulement si 


En particulier, de f(t) dt existe si 


1 Î 
Î |f(#)] dt = lim L | f()] dt < co. 
0 e0 Je 
(On dira alors que f est absolument intégrable dans [0, 1}.) 


Soit f : [0,1] — € continue ; démontrer que t + t *f(t) est abso- 
lument intégrable si Rea < 1. Démontrer que si f(0) £ 0 et Rea > 1, alors 
1 +7 f(t) dt n’existe pas. 

Soit f:[1,0c0[ — € continue et bornée. Démontrer que t+ f(t)t-« 


est absolument intégrable (donc intégrable) si Rea > 1. Démontrer que si 
limt_, f(t) = c existe et c £ 0 et Rea K 1, alors f}” f(t)t”® dt n'existe pas. 


3.4 THÉORÈME DE CAUCHY 


3.4.1 Introduction 


Le théorème de Cauchy est un outil fondamental de l’analyse complexe ; 
il dit que, sous certaines conditions simples, 


l f(z)dz =0 (3.6) 
Fi 


si y est un lacet simple et f est holomorphe. Une conséquence du théorème de 
Cauchy, qui est peut-être encore plus utile, est que 

1 (w) 
fG)= — 


2ri FU 


dw (35) 
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Fig. 3.3 


où f est holomorphe et 7 est un lacet simple approprié formant la frontière 
d’un domaine D contenant z. 

Nous appelons la dernière relation (3.7) la formule de Cauchy ; une par- 
ticularité frappante de la formule de Cauchy est qu’elle permet de déterminer 
les valeurs de f aux points z du domaine D à partir des seules valeurs de f sur 
la frontière de D. Dans la suite, nous verrons des propriétés de ce type encore 
plus remarquables au sujet des fonctions holomorphes ; ce sont ces propriétés 
qui justifient la terminologie «holomorphe» (du grec : holos = entier, morphé 
= forme) signifiant que la totalité de la fonction est entièrement déterminée par 
sa connaissance sur une toute petite partie, une propriété que nous préciserons 
dans la suite. 

De la formule de Cauchy on déduit, par une dérivation itérée, que pour 
ne 12. 


(nes = CU 2= 
(2) ll men (3.8) 


2m = 


établissant en même temps qu’une fonction holomorphe est indéfiniment déri- 
vable. De (3.7), on déduit aussi que pour tout a € D 


æ, f{n) 
2) D _. (z- a)” (3.9) 
n=0 
pour z€ B(a;r) C D ; nous dirons que (3.9) est le développement en série de 
Taylor de f au point a. En arrivant à (3.9), nous aurons montré, de manière 
préliminaire, l'importance des deux outils fondamentaux de l’analyse complexe 
qui sont la théorie des séries entières et l’intégration le long des chemins. 
Nous présentons maintenant les formulations et démonstrations précises 
de (3.6)-(3.9) sous l'hypothèse supplémentaire préliminaire que la fonction holo- 
morphe f est telle que f! est continue. Dans la section suivante, nous démon- 
trons comment cette hypothèse peut être supprimée. 


3.4.2 Intégrales curvilignes réelles 


Soit f : À — € une fonction continue, À étant une partie non vide 
quelconque dans € ; posons u = Re f, v = Imf. Soit 7 : [a,b] — À un 
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chemin, C1 par morceaux, dans À ; posons a = Rey, 8 = Im. Un calcul 
montre que 


fy = (u+iv)(a +18") = (ua! — vB") +i(va’! + uB') 


d’où l’on voit immédiatement que 


de u dr —vd 2 d ud 3.10 
[re ji vdy) +i J (vs + y) (3.10) 


Ÿ 


où nous supposons connue la définition d’une intégrale curviligne dans R? 
(vol. 1, chap. 6). Aïnsi, une intégrale curviligne complexe correspond à deux 
intégrales curvilignes réelles spéciales. Si y est un chemin qui forme la frontière 
d’un domaine D, on peut alors utiliser le théorème de Green sur les termes au 
second membre de (3.10). Avant de le faire, nous rappelons un énoncé précis 
du théorème de Green. 


3.4.3 Théorème de Green 


Soit D un domaine borné dans € ; nous dirons que D est un domaine 
simple (fig. 3.3) si Fr D est la trace d’un lacet + simple et Cl! par morceaux. 
Nous dirons que D est un domaine régulier si 


D D CPR D,) (SN) 


où chaque D; est un domaine simple et Do, ..., Dn sont deux à deux disjoints 
et contenus dans D (fig. 3.4). 


Di 


é? 


Fig. 3.4 


Soit D un domaine simple ; nous dirons que le lacet simple 7 traçant 
Fr D est positivement orienté si son orientation est comme celle indiquée 
dans la figure 3.3 (le domaine D est toujours «à gauche» pendant le parcours 
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de 7 positivement orienté) ; cette notion est définie, en détail, analytiquement 
dans le paragraphe 6.2.4 du volume 1 [9]. Dans le cas d’un domaine régulier D 
donné par (3.11) nous supposons que les lacets 7; traçant les frontières Fr D; 
sont tous orientés positivement (fig. 3.4). 

Supposons que P et Q sont deux fonctions réelles de classe C! dans D) 
D étant un domaine régulier (3.11) (avec Fr D; tracée par 7; lacet simple 
orienté positivement) ; rappelons que P, Q dans C?(D D) veut dire que P et Q 
sont de classe C1 dans une partie ouverte contenant D. Alors, le théorème de 
Creenditque(vol prop 625) 


2Q à . 
[I - Ge) aan = J (Pas + Qan - 7h (P dr + Q dy). (3.12) 


Pour une grande partie de l’analyse complexe, il suffit d’avoir (3.12) pour 
des domaines réguliers D très simples ; les cas suivants seront suffisants pour 
notre livre : 


(i) D est un disque ou un domaine rectangulaire ou un demi-disque ; 
(ii) D est comme dans (3.11) avec Di un des domaines du type (i) ci-dessus 
et Do, ..., DA des disques ou des domaines rectangulaires. 


Avec un peu d’effort, nous pourrions éliminer tous les domaines du type (ii) 
de nos raisonnements. Le théorème de Green pour les domaines de type (i) est 
très simple à démontrer ; pour les domaines du type (ii), c’est à peine plus com- 
pliqué. La démonstration générale du théorème de Green est présentée dans le 
volume 1, sous la forme d’une démonstration d’un théorème plus général, celui 
du théorème de la divergence dans R". 

Dans la suite, nous adoptons la terminologie suivante : si D est un do- 
maine simple et 7 est le lacet simple (orienté positivement) qui trace Fr D, nous 
dirons que 7 est le contour de D, ou simplement, le contour +, lorsque D n’est 
pas utile à mentionner, ou encore le contour 7 avec son domaine associé D ; les 
contours sont des lacets simples positivement orientés. Si D est un domaine ré- 
gulier du type (3.11), nous dirons que y1, ..., 7n sont des contours associés 
à D, tous positivement orientés dans le sens expliqué ci-dessus (ceci garantit 
la validité de la formule (3.12)) ; les contours sont des lacets C! par morceaux 
positivement orientés. 

Rappelons qu’un lacet simple trace une courbe qui s'appelle une courbe 
de Jordan ; nos contours sont donc formés des courbes de Jordan, C! par 
morceaux, positivement orientées. Un théorème célèbre (dont nous ne ferons 
pas usage), appelé théorème de Jordan, dit qu’étant donné une courbe de 
Jordan C' dans R? = C, on a une partition de R? comme suit : 


_R = DUCUD' 


où D est un domaine borné, D' est un domaine non borné (D, C, D' étant deux 
à deux disjoints) et C = Fr D = Fr D'. Pour ce théorème, il n’est pas nécessaire 
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de supposer que C' soit C! par morceaux ; c’est cette généralité de l’énoncé qui 
fait la difficulté dans la démonstration du théorème de Jordan. Nous évitons 
ce théorème en partant du domaine borné D et en faisant l’hypothèse que 
Fr D est une courbe de Jordan C1 par morceaux. Une discussion autour de ce 
théorème est donnée dans le paragraphe 6.2.3 du volume 1 [9] où l’on trouvera 
quelques références appropriées. En fait, une démonstration du théorème de 
Jordan général peut être donnée en utilisant une version du théorème de Cauchy 
15022011 


3.4.4 Proposition (théorème de Cauchy) 
Soit {2 un ensemble ouvert non vide dans C ; supposons que f € H(9)). 


(i) Soit y un contour dans {2 tel que son domaine associé D € 9? ; alors 


! ad 


(ii) Soit D = D1\D> un domaine régulier contenu dans { ayant les contours 
associés y1, y2 dans {2 ; alors 


2)Ide— #) ol. 
L 5) [:1@ 


(iii) Soit D = D1\(DaU---UDn) un domaine régulier contenu dans 9 ayant 


les contours associés 1, y2, ..., Yn dans 9 ; alors 
[ru 
j=2 u 


DÉMONSTRATION. (Pour l'instant, sous l’hypothèses que f! est continue.) 


Posons u = Re f, vu = Im f et utilisons la formule (3.12) dans le contexte 
de (3.10). Pour (i), on aura 


fi@ar= fluaz - van +à [tar + vas) 


= /] (-5- 5) arêu +i ff (EE) aa =0 


grâce aux équations de Cauchy-Riemann pour « et v. Notons que pour pouvoir 
appliquer (3.12) il faut savoir que u et v sont de classe C1 dans D ce qui est 
garanti par notre hypothèse que f/ est continue dans {2 d’où w et v sont de 
classe C1 dans 9 > D. 
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Les preuves pour (ii) et (iii) sont identiques à celle pour (i) ; ainsi pour 
(ii), d’après (3.12) et les équations de Cauchy-Riemann pour w et v, on a 


o= ff (-2-*) der (was van) J tuée var 


o= ff (- ) dedn= J (ras+uan 3) J ax +udu: 


en multipliant la seconde égalité par 1 et en ajoutant à la première, on obtient 
la formule (ïii) (au vue de (3.10)). + 


REMARQUES. Notons que sans l'hypothèse D € #2, le théorème de Cauchy 
n’est plus exact comme le montre l’exemple simple (déjà vu) de f(z) = 1/z, 
z E C* = 9 ; alors, si y est le contour donné par le cercle unité |z| = 1 (orienté 
positivement), son domaine associé est le disque D = B(0;1) qui n’est pas 
contenu dans {2 (ca 0e Det0éN)et 


JT =2r #0. 


La partie (ii) est un cas particulier de (ïïi) ; nous l’avons formulé séparé- 
ment pour plus de clarté ; elle sera utilisée dans cette forme tout de suite. 


3.4.5 Proposition (formule de Cauchy) 
Soit {2 un ensemble ouvert non vide dans € ; supposons que f € H(9). 


(i) Soit y un contour dans 92 tel que son domaïne associé D € 92 ; alors, 


pour tout z € D, 
1 f(w) 
1 = 7 JE au 


271 W — Z 


(ii) Soit D = D1\(Dou-- :UDn) un domaine régulier contenu dans {2 ayant 
les contours associés 1, Y2, ..., Yn dans {2 ; alors, pour tout z € D, 


En du) 3 mi 


71 


DÉMONSTRATION. (Sous l’hypothèse que f” est continue.) 

Soit r > 0 tel que B(z;r) C D; soit + le contour associé à B(z;r); 
donc 7. est le cercle de centre 2 et “ rayon r orienté positivement. Appli- 
quons la proposition 3.4.4(ii) au domaine régulier D \ B(z;r), avec y et y 
comme contours associés, la fonction w + f(w)/(w — 2) étant holomorphe dans 
DEC)» D\ EC) 
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Fig. 3.5 
Alors, on aura 
2 ju = fo) 
27 Jy w—2 274 Jy, W — 2 
Nous démontrons maintenant que 
1 f(w) 
ue du — 
r—0 27i J4, w —2 HE) 
ce qui établira (i). Puisque, d’après (3.5), 
d 
— = 2ri 
27i J4, W — 2 
on à ; : 
271 J4, W — 2 Ant Je, W — Z 
d’où, d’après l'inégalité principale (8 3.3.2(v)), 
il 1 _— 
LD Lim mo DS 
271 Je, We Z 27 lw—z|=r We 


il 
£T:-— sup [f(w) — F(z)| — 0 lorsque r — 0 


T Jw—z2|=r 


à cause de la continuité de f au point z. 


__ La démonstration de (ii) est parfaitement analogue ; soit r > 0 tel que 
B(z;r) € D = Di \ (Da U---U Dh). Appliquons la proposition 3.4.4(ïi) au 
domaine régulier 


DEC) =D NP PURE) 


avec les contours associés 1, Y2, ..., Yn et Yr, à la fonction w ++ f(w)/(w — 2) 
qui est holomorphe dans 


PVC 1) DIE 0) 
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Alors, on a 


1 f f(w) , <= 1 [ f(w) 1 f(w) 
ge D on = pe, ee 0 


# 


On démontre comme précédemment que l'intégrale sur +- tend vers f(z) lorsque 
r — 0, ce qui donne le formule donnée dans (ii). + 


REMARQUES. Notons que la proposition 3.4.5(i) est une formulation exacte de 
(3.7) et la proposition 3.4.4(i) est une formulation exacte de (3.6). Une grande 
partie de l’analyse complexe découle de (3.6) et (3.7) ; observons que (3.7) est 
une conséquence de (3.6). Si z € 2 \ D, on a évidemment 


[2 av =0 
7 


car w + f(w)/(w — 2) est holomorphe dans #2 \ {z} et on peut appliquer la 
proposition 3.4.4(i). Ainsi, avec les notations et les hypothèses de la proposition 
3.4.5, on à 


2ri J, w —z 0 size N/D. 


1 (w) Le Es size D (3.13) 


Dans la proposition suivante nous établissons que si 
g)= | vtu,2) du. 
Ÿ 


alors 
(= [ Dretw,z)du 
7 


où y remplit quelques conditions simples et 
ou 
Day(w, 2) = lim & {p(w,z+ h)-— p(2)} ; 


il est clair que cette proposition peut être utilisée avec profit dans (3.13) pour 
obtenir des formules pour f'(z), f”(z2), etc. 


3.4.6 Proposition (dérivation des intégrales) 


Soit À et 2 deux parties non vides de €, {2 étant une partie ouverte ; 
soit @: À x {2 — € une fonction continue telle que Doy(w, z) existe pour tout 
w € À,2€ SN, avec Diop : À x 9 — € continue. Soit y un chemin C1 par 
morceaur dans À ; posons 
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Alors g € H(92) et 
g'(2) = | Drew, 2) dv, z € S2. 
Ÿ 


DÉMONSTRATION 

Si z € 9, le segment [2,z+ h] est contenu dans #2 pour tout h tel 
que |h| est suffisamment petit à cause du fait que {2 est ouvert. Considérons 
l'expression 


1) = LED IE — | Daetu, av 
7 
A ee 
[{ F 2( ; )) 3 


si « est le chemin formé par le segment [z, z+ h] C {2, alors 


Î Daptu ©) 6 = pur z +R) — wtu 2). w € À, 


ce qui est une conséquence immédiate du théorème fondamental du calcul dif- 
férentiel et intégral (8 3.2.3(iv) (b)) ; de plus 


Î Paetu.2) dé = hDoy(uw, z) 


car cdé = ch pour toute constante c (8 3.3.3). Donc 


1 = [ (5 {Daetu 0 - Daptus 2)} 46) du: 


puisque D2v est continue dans À x {2, Dow est uniformément continue dans 
chaque partie compacte de À x {2, en particulier dans [y] x B(z;r) si B(z;r) C 
{2 ; ainsi, étant donné un € > O, il existe 6 > 0 suffisamment petit tel que si 
[h| <6 <r,ona 

[Dog(w, 6) — Drp(w, z)| < € 


si w E [yJet CE [o] =[z,z+h]. De l'inégalité principale on obtient, pour 
A1 < 6, 


Î {Drglw, €) — Daplw, 2)} de] < el] 
et 
[I(R)] < eL 


où L est la longueur de 7 ; € > 0 étant arbitraire, on conclut que limz_,0 {(h) = 
0, ce qui équivaut à l’existence de g’(z) et à la validité de la formule donnée 
pour g'(z). + 


La proposition suivante est une conséquence immédiate des propositions 
3.4.6 et 3.4.5. 
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3.4.7 Proposition (formule de Cauchy pour les dérivées supérieures) 


Les notations et les hypothèses sont celles de la proposition 3.4.5. 
Soit f € H(9) ; alors fU)(2) existe pour tout z € 92, k € N*, et on a, 
pour z € D, 


En particulier, si f est holomorphe, f est indéfiniment dérivable. 


DÉMONSTRATION 
Posons 1 flu) 
w 
p(w, 2) Te en ; 
w:9 x 9 \{z} — C est continue avec 
f(w) 
DU, 
2m (w — 2) 


et Dog : 9 x N\{z} — C continue. Etant donné un 2 € f?, on prend un 7, 
contour d’un domaine simple D, tel que D € f et z € D (prop. 3.4.5(i)) de 
sorte que 


ft) = Î plu, z) du ; 


de la proposition 3.4.6, on déduit 


7 ro, 
Me) [Paetu,2 du = 7e sL dw. (3.16) 
En posant 
f(w) 
Y(w, z) = 
2 (rw — 2) 


on obtient de (3.16) 


d’où, d’après la proposition 3.4.6 appliquée sur Ÿ comme fonction continue dans 
9 x D\{z}, on a que f”(z) existe pour ze Det 


! w 
NE) [Pret z) dw = — & Les duw 


271 . z) 
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Il est évident alors que (3.14) s'obtient par récurrence de (3.16). 
La démonstration de (3.15) est parfaitement analogue en partant de la 
proposition 3.4.5(ïi). + 


Nous démontrons maintenant que toute fonction holomorphe peut être 
développée dans une série de Taylor ; la démonstration est basée presque en- 
tièrement sur la formule de Cauchy dans sa forme (3.13) avec + un cercle. 


3.4.8 Proposition (série de Taylor) 


Soient f2 une partie ouverte non vide de €, f € H(N), a € 9, r > O0 tel 
que B(a;r) C (2. Alors 


OO 
(a) 
ORDRE mn 2€ B(a,1) (Gr) 
n=0 
la série étant normalement convergente dans B(a;s) pour tout s € Dre 


DÉMONSTRATION 


Soit p tel que 0 < s < p < r ; soit +, le cercle de centre a et de rayon p 
orienté positivement ; d’après la formule de Cauchy, on a 


pour tout z € B(a;p). Notons que 


w—2=(u-a)+(a-z)= (ua) (1- =) 


et 


z—a lz—al _s 
Fe = il 
w—a p p 
d’où la série géométrique donne 
f(w) ÿ n __J(w) 
LS n=0 (w GE a) 4e 
Puisque 
f(w) UNS 
Gr) < + (S 
(a = a) P P 
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si w € [Yo], M = SUPyely,] | f(w)|, z € B(a;s), la série dans (3.18) est normale- 
ment convergente ; on peut donc intégrer la série terme à terme (8 3.3.2(vi) (b)) 
pour obtenir 


Fr ee aus / Nr eus" 
is _ 


Il 
an 
ù 
| 
Fe) 
nr 

à 
CA 
Le] 
| | 

TS 
TE 
+ 
= 
en 
È 
Il 
= 
ee 
SALES 
S 
Sr 
PS 
ù 
| 
& 
nr 
à 


sl z € B(a;s) (en utilisant (3.14) pour avoir f(%)(a)) : ceci étant établi pour 
tout z € B(a;s) avec 0 < s < r, on obtient (3.17) pour tout z € B(a;r). 


Puisque 
n! f(w) 
a= | mec 0. 
2i Jy, (w = à ie 
on à 
n! M M 
avec M = [TPS : donc, pour 2 € B(a;5), DRE ET, 


f®)(a) za)" 


< 
n! 


V2) 
à 
Il 
Es 
re 
Di 
D 
à 


ce qui montre que la série (3.17) est normalement convergente pour z € B(a;5s), 
OSeserre + 


REMARQUES. La proposition 3.4.8 établit que la série de Taylor (3.17) de f 
au point a € $2 converge dans le plus grand disque B(a;r) contenu dans 4 ; 
ceci montre que le rayon de convergence R de la série entière (3.17) est tel que 
R > r. On verra dans la suite que l’on peut bien avoir R=rouR>r. 


Les résultats de cette section sont démontrés sous l'hypothèse que la fonc- 
tion f est holomorphe dans une partie ouverte #2 et que f’ est continue dans 
f2. Un examen des démonstrations montrent que l’hypothèse de la continuité 
de f’ intervient seulement dans les preuves des propositions 3.4.4 et 3.4.5 ; une 
fois acquise la formule de Cauchy (3.13), les démonstrations des propositions 
3.4.7 et 3.4.8 n’utilisent plus la continuité de f’. Dans la section suivante, nous 
démontrerons que f/ est toujours continue dès que f est holomorphe de sorte 
que tous les résultats de cette ‘section sont valables sous la seule hypothèse de 
l’holomorphie de f (comme cela était dans les énoncés des différentes proposi- 
tions de cette section). 
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3.5 THÉORÈME DE GOURSAT 


3.5.1 Proposition 


Soit f € H(A), N étant une partie ouverte non vide de €. Soit T un 
chemin triangulaire dans {2 tel que le domaine triangulaire T' associé à T est 


contenu dans (2. Alors 
L 110210 
: 


DÉMONSTRATION 


Fig. 3.6 


Posons 


pe Î He 


où Tr est le chemin triangulaire donné (orienté comme le triangle ABC de la 
figure 3.6) ; en reliant les milieux a, b, c des trois côtés du triangle ABC on 
obtient quatre chemins triangulaires que nous orientons comme indiqué dans 
la figure 3.6 ; en notant TU), rU), T6), r(4) ces quatres chemins triangulaires 
on aura 


I = JU) + 10) Se 16) se 16) 


où 
16) = f(z) dz 
TU) 
si 
TU) 2 Je chemin À — a — c — À 
TC) = Je chemin a — B—b—a 
7) = Je chemin b — C—c—0b 
Tr) = Je chemin b — c — a —b. 
Alors 


1 < 0 +172 + 170 + 17 
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ce qui entraîne qu’au moins un des nombres 110) > (1/4){7]| ; notons par T1 un 
des chemins triangulaires rÜ) pour lequel on à [il > (1/4)[7| où 


he ! f)dz 


Soit T1 le domaine triangulaire associé à r1 ; on a T1 € T. On peut alors répéter 
le raisonnement fait sur le chemin triangulaire T1 ; par récurrence, on obtient 


une suite de chemins triangulaires T1, "2, ... avec les domaines triangulaires 
associés T1, T2,... tels que 

T'oRe Tee" 
avec 


1 
[In | > PE 2 


et 
11 < 411 < 41] < ... < 4 nl < 


re) 


Soit L la longueur du chemin r (périmètre du triangle ABC) ; si LA est la 
longueur du chemin 7, on voit que 
il 


1 1 
= = Lo = -=L = —+ L 
PR Ce, 


où 


Hour = 2001. 

Puisque est une suite décroissante d’ensembles fermés, bor- 
nés, non vides dans C, il existe un point zo dans (, >: TN ID Eure 
[n>1 Tn = {20} car les diamètres des Th tendent vers zéro lorsque n — co). 
La C-dérivabilité de f au point 2 entraîne : 


f(x) = f(x) + ( — 20){F" (20) + » (3; 20)} 


où lo(z; 20)| — 0 lorsque |z — 20] — 0 ; puisque (8 3.3.3) : 


Î MMEiCe 0 fe-s:=0, 


= j P . 


on aura 


Soit b— B(20; La) ; on vérifie facilement que si z € Tn, alors [2 — z0| < Ln 
de sorte que 2h © Bn,n > dl; notons que Bn € #2 sin > no Car Ln — 0 
(n — oo). Posons 


Mn sup{{p(z; 20)| :Z2€ 137) nn 0. 
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Alors à partir de l'inégalité principale, on obtient 
PAS eve 


d’où 
PNA IR E ei, 


et Î — 0 car Mn — 0 lorsque n — co. + 


3.5.2 Existence des primitives 


Une partie non vide À de € est dite étoilée s’il existe un point p € À 
tel que, pour tout z € À, le segment [p, z] C À ; on dira que À est étoilée par 
rapport à p € À. Une partie conveze non vide de € est étoilée par rapport à 
chacun de ses points. 

Soit 2 une partie ouverte étoilée de € ; si f € H(9), alors il existe une 
primitive F pour f dans (2. Donc 


[re eo 


pour tout lacet y, C1 par morceaux, dans 7. 


DÉMONSTRATION 


Supposons que {2 est étoilée par rapport à p € {2 ; posons 
Fa)= | ftu)du ZEN, 
[p,z] 


où {p, z] signifie le chemin formé par le segment concerné. 


Fig. 3.7 


En considérant le chemin triangulaire 7 formé par les trois points DE, 
z + h (noter que le domaine triangulaire T associé à r ainsi que 7 est contenu 
dans {2 si [h| est petit car {2 est ouvert et étoilé par rapport à p), on a 


IHOLEL 


théorème de Goursat 153 


où 7 est le chemin p — z — z2+h — p; on a supposé tacitement que z £ p, le 
cas p = z étant plus facile pour la discussion qui suit. On en déduit que 


F4 [du - FE +1 =0 


d'où 

Î f(w) dw = F(z2+h)— F(7). 

[z,2z+h] 
Puisque 
1 

jus f(w) dw = r f(z+th)dt, 

on à : 
1h) = TO 5 = [ {ie +0) — s)}at 

d’où 


[Z(R)] < sup{|f(w) — F(2)| : lw — 2] < [R|} — 0 lorsque h — 0 


à cause de la continuité de f au point z. 
Ainsi, F'(z) existe et F'(2) = f(z2), z € 2. Le fait que fe f(2) dz = 0 est 
une conséquence maintenant de l'existence d’une primitive pour f (8 3.3.3). + 


La proposition démontrée ci-dessus nous amène naturellement à la ques- 
tion suivante : pour quelles parties ouvertes non vides {2 peut-on affirmer que 
toute fonction f € H(2) possède une primitive dans #2? Pour {2 étoilé, la 
proposition précédente donne une réponse affirmative ; on à vu que si {2 = 
C\ {0} alors la fonction f donnée par f(z) = 1/z, z # 0, ne peut pas avoir une 
primitive dans {2 (8 3.3.3). La caractérisation des parties ouvertes non vides #2 
telles que toute f € H(92) possède une primitive dans {2 n’est pas facile ; voici 
la réponse : il suffit de considérer les composantes connexes de #2 (8 1.4.3); 
c’est-à-dire il suffit de considérer le cas où {2 est un domaine ; alors {2 (un 
domaine) possède la propriété indiquée si et seulement si {2 est homéomorphe 
à € (c’est-à-dire il existe une application bijective continue w : £2 — € telle 
que ne est continue). Nous reprendrons cette question plus tard en relation 
avec le théorème fondamental de Riemann sur les applications conformes (voir 
aussi la section 5.6). 


3.5.3 Continuité de f’ 


Soit f € H(9), ( étant une partie ouverte non vide de €. Si a € 4, il 
existe un disque ouvert B = B(a;r) C { ; notons que B est convexe et que f 
est holomorphe dans B. D’après le paragraphe 3.5.2, f possède une primitive 
F dans B ; c’est-à-dire, il existe F : B — C telle que F"(z) = f(z) pour z € B. 
Maintenant, F € H(B) et F' = f est continue dans B ; d’après la proposition 
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3.4.7, F est alors indéfiniment dérivable dans B. En particulier F” = f' est 
continue dans B. On a ainsi démontré que f’ est continue dans un voisinage 
ouvert B(a ;r) de tout point a € 2, ce qui veut dire que f’ est continue dans 42. 
Toutes les propositions de la section 3 sont donc applicable à f ; en particulier, 
f est indéfiniment dérivable dans {7 et f possède un développement de Taylor 
à chaque point a € {2 ayant des propriétés données par la proposition 3.4.8. 


3.5.4 Primitive locale 


Le raisonnement du paragraphe 8.5.3 montre que toute fonction holo- 
morphe f € H(92) ({2 ouvert) possède une primitive locale, c’est-à-dire pour 
tout point a € (2, il existe un disque ouvert B(a;r) C {2 tel que, dans B(a;r), 
f possède une primitive : en fait, le raisonnement montre que f possède une 
primitive dans tout disque B(a;r) € 42. Le problème de l'existence d’une 
primitive de f dans {2 est donc un problème de recollement de toutes ces 
primitives locales définies dans différents disques pour avoir une primitive dans 
tout 2 ; on a vu que ce problème ne possède pas toujours une solution. 

Notons que si {2 est un domaine et f possède une primitive F dans (1, 
alors cette primitive est unique à une constante additive près. En effet, si G est 
une autre primitive de f dans {2, on aura 


(F-G\ =F-G=f-f=0 
dans {2 d’où F — G = constante dans #2 (8 1.5.10). 


3.5.5 Théorème de Morera 


Ce théorème offre une réciproque simple mais utile du théorème de Cau- 
chy dans sa forme spéciale donnée dans la proposition 3.5.1. 


Soit f : 92 — € une fonction continue, N étant une partie ouverte non 


vide de C. Si 
Î fJG)de = 0 
2 


pour tout chemin triangulaire Tr dans 2 tel que le domaine triangulaire T asso- 
cié à T est contenu dans (2, alors f € H(). 


DÉMONSTRATION 


Il suffit d'établir que f est holomorphe dans tout disque B(p;r) = B € 
{2 ; puisque B est un domaine étoilé par rapport à p, nous pouvons poser 
(comme dans la démonstration du paragraphe 3.5.2) : 


F(2) = |, ww, en 


Si |h| est petit, (2 +h) € B si z € B; soit 7 le chemin triangulaire p — z — 
z+h— p dans B ; selon l’hypothèse faite sur f, on a 


[w) du 0 
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d’où l’on obtient (comme dans le paragraphe 3.5.2) : 
F(+h)—F()= | f(w) dw 
[2,2+h] 


ce qui donne, comme auparavant, 


Autrement dit, F est une fonction holomorphe dans B telle que F’ = f dans 
B ; donc f est elle-même holomorphe dans B. + 


3.6 DÉVELOPPEMENT DE LAURENT 


3.6.1 Série de Laurent 


Une expression de la forme 


je an(z _ 20)” 


nez 


sera appelée série de Laurent (avec les an, 2, zo dans ©). Nous écrivons cette 
expression comme la somme de deux séries : 


ES Ÿ_an(z— 2)", Do Da 4) 


n20 n>1l 


La série S1 est une série entière ; si son rayon de convergence R1 > 0, cette 
série définie une fonction holomorphe f1 dans B(20; R1) (avec la convention 
habituelle que B(29; R1) = € si R1 = oo) : 


f(G)=S az 2), |z — 20| < R1. 


n2>0 


La série S2 peut être traitée aussi par la théorie des séries entières ; en posant 
C= (z- 20)”, bn = a-n (n = 1,2,...), nous considérons la série entière 
Dee bn£" ; supposons que cette série entière possède un rayon de convergence 
Ro > 0 ; alors 


HO CEE 


n>l 
définit une fonction holomorphe dans B(0; R2). Posons 


1 | | > 1 
, 2-2 — 
Z — 20 £ R 


fa(z) = 1 
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(avec 1/R2 = 0 si Ro = co); alors fo = go h où h(z) = (x — 2) h étant 
holomorphe dans À = {z : |z — 20| > 1/R2} ; puisque h(A) = PUR — 
B(0; R2)\ {0} et g € H(B(0; R2)), fa sera holomorphe dans À et, pour z € À, 


(2-20) 5 }= (20)? D nbn(z— 20) "+ 


A md | 
0 n>1 


fa() 


D —na-n(z — 2) = De Mam (z — 2) Li ; 


n>1l FEI 


Autrement dit, pour z € À, on peut dériver 


fa = ÿ, am(z-2)" 


m<—1l 


terme à terme. Supposons que R1 > 1/R2 ; alors 


(2) = fie) + fe) = Ÿ an(z — 20)” (3.19) 


nez 


définit une fonction holomorphe dans la couronne ouverte centrée en z 
Croire) = (> reel r2} —ANP(ÉCo 0) 


OP l/000 — NRiateC UE He i CS 
De la théorie des séries entières (prop. 2.4.2) on sait aussi que la série 
(3.19) converge normalement dans chaque couronne compacte centrée en 29 


C{20; 51, 52) = {z: 51 < [2 — 20] < 52} 


où T1] < 51 < $2 < T2 ; donc, on peut intégrer terme à terme dans (3.19) sur 
tout chemin C1 par morceaux contenu dans une telle couronne compacte. On 
a déjà établi que l’on peut dériver terme à terme dans (3.19) avec 


- 5 Nan (z — 20) Ze C0 70). (3.20) 
nez 


Dans (3.20) on a une nouvelle série de Laurent qui converge dans C(20; r1,r72) 
et qui a les propriétés analogues à celles de la série (3.19) dans cette couronne 
ouverte ; en particulier, on peut dériver (3.19) ou (3.20) terme à terme autant 
de fois que l’on veut, obtenant chaque fois une série de Laurent convergente 
dans C(20:r1,r2) et normalement convergente dans C{(20; 51,52) si r1 < 51 < 
En € Poe 

En intégrant terme à terme dans (3.19) sur un chemin circulaire + de 
centre zo et de rayon r, r1 <T < r2, orienté positivement, on obtient 


| fade 5 ün | Cd bre, (3.21) 


ü nez ) 
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de même, pour k € Z, 


f(z)( - =) et 2 ÿ ün | (z— ) ie: = (Cr, 122) 


Yr nez Ver 


Ces formules montrent que les coefficients an dans (3.19) sont uniquement 
déterminés par la fonction f holomorphe dans la couronne C(20;r1,72) ; notons 
aussi que le terme 


| f(2)(z - 20) dz 


T 


est indépendant de r pourvu que r1 < Tr < r2 ; ceci est aussi évident directement 
à partir du théorème de Cauchy (prop. 3.4.4(ii)). 


Il est facile de donner des exemples des séries de Laurent qui convergent 
nulle part ou converge seulement sur un cercle (cf. sect. 3.8) ; mais l’intérieur 
de l’ensemble où une série de Laurent converge, s’il n’est pas vide, est de la 
forme d’une couronne ouverte formée de l’intersection d’un disque (centré en un 
point z0, éventuellement de rayon co) et l’extérieur d’un autre disque ouvert (de 
même centre z0, éventuellement réduit à {20}). De plus, si une série de Laurent 
converge dans une couronne ouverte C(20;r1,r2), alors elle est absolument 
convergente dans cette même couronne ouverte et sa convergence est normale 
dans toute couronne compacte C{20; 51, 52), T1 < 81 < S2 < r2. Les preuves 
simples de ces affirmations sont contenues dans notre discussion précédente. 


Nous démontrons maintenant que, réciproquement, si f € H(C), C = 
C(20;r1,r2) avec 0 < r1 < r2 < co, alors f s’écrit comme une série de Laurent 
(3.19) ; les cas r1 = 0 et r2 = © ne sont pas exclus. 


3.6.2 Proposition (développement de Laurent) 


Ste H(Ceuc= OC rm) = nn < 2 ze ra} avec 
0 < r1 < r2 < oo. Alors f s'écrit comme (3.19) où la série est normalement 
convergente dans chaque couronne compacte centrée à z0 contenue dans C ; les 
coefficients {an }nez dans (3.19) sont uniquement déterminés par f à travers 
(3.22) avec r1 < Tr < ra. Plus généralement, si y est un contour associé à un 
domaine simple D tel que 


Fri) e Be le AC pie 


alors 


= = /@6 2, ‘ts ne Z. 25) 
w 
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Fig. 3.8 


DÉMONSTRATION 


Posons 


L ji f(w)(w — 20) "7" du, nez, 
ŸVr 


a = == 
271 


où 7 est le cercle centré en 29 de rayon r, orienté positivement, r] < Tr < T2 ; on 
a déjà vu que les a, ne dépendent pas du choix de r dans |r1, r2 [. Démontrons 
que, pour 2€ C, 


f(2) = D an(z - 20)". 


nez 


Fixons un z € C ; soient p1, p2 tels que 
SN Ce or ou 


POSONS 1 = Yp11 V2 = VYp2 Et 


ee ce dw PE 
95(2) Î , j=i 


271 ; W— 2 


D'après la formule de Cauchy (prop. 3.4.5(ïi), avec n = 2), on a 


FC) = g2(2) — g1(7). 
Si w € [72] on a 


= (-E) 2Ee-te-x) 


= 7% Ù — 29 Ù — 29 EN 
n 


la série étant normalement convergente pour w € [2] car 


ET) 


P2 P2 
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et |z — z0[/p2 < 1 ; donc, en intégrant terme à terme, on à 


g2(z) = =) N, (z — 20)" f(w)(w — E) oi dw 
72 


nEN 


Il 
TS 
R 
| 
R 

[æ) 
Le 
n) 
E 
Le 
h 
HE 
E 
LA 
7—S 
Ë 
| 
R 
[= 
mt 
ns) 
= 
[st 
Ë 
Il 
e 
à 
MT 
R 
| 
R 
[æ) 
LS 


SiweEfy]jona 
1 1 nm 
a = & W—20+20—-2 2—20 8 = £ÿ 


= »> (z — 2) (w — 2e à 


nEN* 


la série étant normalement convergente pour w € [1] car 


(2-20) "(w-2)" "| = 1 (ee ÿ” 


_ [2-2] \|2- | 


et p1/|z — zo] < 1 ; donc, en intégrant terme à terme, on obtient 


1 _n n—]l 
== — 2 w)(w — 2 dw 
an(s) Î (2 = 20)" f(w)(w — +0) 


27 EN: 

= — (z — 20) = f(w)(w — 2)” law 
neN* T si 

= — )E (z — 20) Va_n = Ja ul — 20) 
nEN* n<—1 


On voit donc que 


2) = 0) al9 = D o(2e à) + D ae 20) = Son(z- 2), 


n>0 n<—1 nez 

la convergence des deux séries étant établies pendant cette vérification. Les 
propriétés de la série de Laurent associée à f, mentionnées dans la proposition, 
sont des conséquences de la discussion générale du paragraphe 3.6.1 ; (3.23) est 
une conséquence de ces propriétés. En effet, le chemin + concerné est contenu 
dans une couronne compacte C(20:; 51,2) (avec r1 < 51 < 82 < r2) où la série 
de Laurent est normalement convergente ; donc on peut intégrer terme à terme 
obtenant 


1 = il _. 
7 J /@6-*) É sas f(-20) NT dz = an 
. keZ 


271 


Car 


m e 1 sim—-1l 
7 JE -20) or sim£-l (m € Z). + 
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REMARQUE. Notons qu’un développement en série de Laurent n’est possible 
que si f est holomorphe dans une couronne ouverte centrée à un point zo ; pour 
f(z) = Inz ou z® (a non entier), on ne peut pas développer f dans une série 
de Laurent à z = (. 


3.6.3 Singularités isolées 


Pour 20 € €, r > 0, nous définissons B'(zo;r) comme B(z0;r) \ {20} ; 
notons que B'(20;r) est une partie ouverte de € ; sir = co, B'(z0;r) = C\{20}. 

Si f est une fonction holomorphe dans B'(z0;r), on a vu (prop. 3.6.2, 
avec 71 = 0 et r2 =r) que 


1) Ÿ_an(z- 20)" — ) (2) 0< «7, 


nez 
où 
f1(2) = > an (2 S 21e f2(z) = 5 Dale = 21) 
n2>0 n>1 
avec bn = a-n, n = 1, 2,...; les nombres an et bA sont uniquement détermi- 


nés par la connaissance de f dans B'(20; p) pour un p quelconque dans ]0,r{. 
L'expression Ÿhe7 4n (z2—20)" s'appelle le développement en série de Lau- 
rent de f au point 20 ; f1 s’appelle la partie régulière de f en zo et f1 la 
partie principale (ou singulière) de f en z0. Notons que f1 est holomorphe 
dans B(20;r) et f2 est holomorphe dans B'(20;r). Si bn = a-n = 0 pour tout 
n > 1, on dit que z est une singularité artificielle ; noter que, dans ce 
cas, f se prolonge comme une fonction holomorphe dans B(z0;r), en posant 
f(zo) = ao. S’il existe un n > 1 tel que b, # 0, on dit que z0 est un point 
singulier 1solé de f. Si bn # 0, mais b; = 0 pour j > m +1, zo s'appelle un 
pôle d’ordre m pour f ; si m = 1, z0 est un pôle simple pour f (si m = 2 
un pôle double, etc.). Si bn # 0 pour une infinité d'indices n, zo s’appelle un 
point singulier essentiel (ou une singularité essentielle). Le nombre b; 
s’appelle le résidu de f au point 20 ; il sera noté Res(f : 20) ; il joue un rôle 
important dans différents calculs. Rappelons une formule générale pour b: : 


Il 
bi = == d : 
1= 75 Jde (3.24 
(ce qui est (3.23) avec n = —1) où + est un lacet simple C'! par morceaux dans 


B'(20;r) tel que 7 est la frontière d’un domaine D € B(z0;r) avec z0 € D 
(fig. 3.8), 7 étant orienté positivement. 

Dans la suite, nous écrivons « f possède une singularité essentielle (ou 
un pôle) au point 2 » sans préciser le domaine de définition exact de f, si ce 
dernier n’a pas d'importance dans la discussion ; il sera sous-entendu alors que 
f est holomorphe dans un B'(20;r) avec r > 0. 
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3.6.4 Proposition (inégalités de Cauchy) 


Soient f une fonction holomorphe dans B'(2;r), D nez an(z — 20)" son 
développement en série de Laurent au point 20 et 


Ms) = sup {|f(2)| : |z— 20 = 5}, D. 


Alors 
lanl <M(s)577, nez. 


DÉMONSTRATION 


Si ys est le cercle centré à z0 de rayon s, orienté positivement, alors 
d’après (3.23), on a 


jl . 
en = 7e | f(2)(z — 2) F laz, 1 ENT à 
Ÿs 


_ 2ri 
de l'inégalité principale, on obtient 


1 
ant < 5-27 -M(s)s = M(s)s7, ne Z. + 


Nous donnons maintenant des critères simples qui permettent de décider 
si un point z9 est une singularité artificielle ou un pôle ou une singularité 
essentielle. 


3.6.5 Proposition (critère de singularité artificielle) 


Soit f une fonction holomorphe dans B'(z0;r). Alors 20 est une singu- 
larité artificielle pour f si et seulement si f est bornée dans B'(20;t) pour un 
Din = Dtdansice cas, ap — him: (2) existe ; en posant (20) — ao, 
on obtient un prolongement holomorphe de f à B(20;r). 


DÉMONSTRATION 


Si 20 est une singularité artificielle pour f, on aura 


fE)= > de _ 20)” = Ÿ_ an(z — 20e Ce b(2).0). 


nez n>0 


d’où l'existence de lim: f(z) = ao et donc f est bornée dans B'(z0;t) pour 
toutte ]0,r. 
Supposons que f soit bornée dans B'(20;t) pourun t € ]0,r[ ; posons 


M = {|f(2)| : 0 <|z- 20] <t}. 
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Si D nez an te — 20)” est le développement de f à z9 en série de Laurent, alors 
d’après les inégalités de Cauchy (prop. 3.6.4) on a 


ln SUIS ne 


pourneZet0O0<s<t;sin < 0 mais fixe et s — 0, on voit que an = 0 ; donc 
zo est une singularité artificielle pour f. + 


REMARQUE. La proposition 3.6.5 s’appelle souvent le théorème de prolonge- 
ment de Riemann ; en allemand et en anglais les points de singularité artificielle 
sont dits «escamotables» (hebbare Singularität ou removable singularity) d’où 
la dénomination Riemannscher Hebbarkeitssatz (ou Riemannscher Fortsetzung- 
ssatz) en allemand. 


3.6.6 Proposition (critère pour pôle et singularité essentielle) 


Soit zo un point singulier isolé de f, une fonction holomorphe dans 
Bo 0): 


(i) zo est un pôle de f si et seulement si 


Jim |/(2)| à 


(ii) zo est une singularité essentielle de f si et seulement si lim;—20|f(2)| 


n'existe pas dans R; dans ce cas on a (le théorème de Casorati- 
Weierstrass) que pour tout 8 > 0,0<6<r, 


f(B(z0; 6)) =. 


Plus explicitement, pour chaque choix de ce C, € > 0, 8 > 0, il existe un 
z tel que |z — 20] < 6 et [f(z) — d| ce 


DÉMONSTRATION 
Soit 
16) 5e an(z-20)", 2€ B'(zir), 
nez 
le développement de f en z en série de Laurent ; puisque 20 est un point 


singulier, il existe au moins un n < O0 tel que a, # 0; on écrit bn = a_y, 
nee 


(i) Supposons que zo est un pôle d'ordre m > 1 ; alors 


b b 
BRU 1 


fC)= j + fi(z), 2€ B'(æir), 


(z — 20 
Ou be Det tai D an (z — zo)”, fi étant la partie régulière de f 
en 20. Alors 


lim 
220 


Eee, 10 


ce qui entraîne que [f(2)| — © lorsque z — 20. 
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Supposons que | F(2) 2)| — © lorsque z — 29 ; alors il existe 6 € ]0,r{ 
tel que Lf(z )| > 1siz € B'(20;6) ; posons g(z) = 1/f(z), z € B'(20:6). 
Alors g est holomorphe et bornée ( (lat) z)| < 1) avec g(z) £ 0 pour z dans 
B"(20; 6) ; de plus, g(z) — 0 lorsque z — 29 ; donc, il existe un m € N*, tel 
que 


g(z) Su Cm (Z es + Am+] (z — cri +:.., 2€ Bo), 


avec Gm # 0 (développement de “HS de g dans B(z0;6) en posant 
g(z0) = 0). Alors 


g(2)=(z2-2)"h(z), 2€ B(:6), 


où h est une fonction holomorphe dans B(20;6) avec h(z) £ 0 pour z € 
B(20; 6) (en fait, h(z0) = am) ; on en déduit que 


= —— —= _ PE PB o 
112) (z z0) h(2) LS (20; 6) ; 
où 1/h est holomorphe et partout non nulle dans B(20;6) ; en écrivant 


1 
eo Re : NE IE, 
avec fo = 1/h(20) # 0 (développement de Taylor de 1/h en z),on a 


F2) = (2-20) {Bo + Biz — 20) ++}; 


donc f possède un pôle d'ordre m en 29. 

(ii) Par définition, un point singulier essentiel z0 de f est un point qui n’est pas 
un pôle de f ; donc pour un tel point 20, lim: |f(z )| n'existe pas dans 
R ((i) et prop. 3.6.5) ; par ailleurs, si lim, |f(z )| n'existe pas dans R, z 
ne peut être ni un pôle de f ((i)) ni une singularité artificielle (prop. 3.6.5), 
ce qui entraîne que z9 est une singularité essentielle de f. 

Nous établissons maintenant le théorème de Casorati-Weierstrass par 

une démonstration par l’absurde ; supposons qu'ilexisteunce€€C,une >0 
et un 6 > 0 tels que pour tout z € B'(20;6),on a 


Lf(z) — cl > € ; 


posons g(z) = 1/(f(z)—c), z € B'(20;6). Alors g est holomorphe et bornée 
dans B'(20: 6) ; d’après la proposition 3.6.5, g possède un prolongement 
holomorphe à z0 ; nous désignons par g(z0) ce prolongement. Si g(z0) = 0, 
alors [f(2) — c| — co lorsque z — 29, Ce qui entraîne que | f(2)| —+ CO 
lorsque z — 20 car 


FÉNAOETEX 


d’après (i), zo est alors un pôle, ce qui est exclu. Si g(20) À 0, alors la 
relation : 
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montre que f possède un prolongement holomorphe à zo et zo est une 
singularité artificielle, ce qui est exclu aussi. + 


REMARQUES. Le théorème de Casorati-Weierstrass montre le comportement 
chaotique d’une fonction holomorphe f dans tout voisinage d’un point de sin- 
gularité essentielle zo ; un théorème célèbre, dû à Picard, affirme quelque chose 
encore plus surprenant : si z0 est une singularité essentielle (isolée) pour une 
fonction f holomorphe dans B'(z0;r), alors dans tout B'(20;6), 0 < 6 <r, 
f prend toutes les valeurs compleres, au plus à une exception près, et ceci un 
nombre infini de fois. Autrement dit, pour tout c (sauf une exception au plus), 
l'équation f(z) = c possède une infinité de solutions dans B’(20;6) pour tout 
8€ ]0,r{ ! L'exemple de f(z) = exp(1/z), z € C*, montre qu’une valeur ex- 
ceptionnelle (c = 0) peut bien exister (Ex. 42, sect. 2.6) ; noter que la formule 


1 Las : 1 
expl=}=1+-+—=.—+..., 220, 
Z si 


montre que z = 0 est une singularité essentielle pour f (avec Res(f;0) = 1 = 
coefficient de 1/z). Pour une démonstration du théorème de Picard, voir [31, 
vol. IT, p. 210] ; la version mentionnée ici s’appelle quelquefois «le grand théo- 
rème de Picard» (Grofer Satz von Picard) car il y a une version qui concerne 
les fonctions entières (Kleiner Satz von Picard) qui dit qu’une fonction entière 
non polynomiale prend toutes les valeurs complexes, au plus à une exception 
près, et ceci un nombre infini de fois. Ces théorèmes (découverts par Picard en 
1879) sont le point de départ d’autres théories (appelées après Nevanlinna) qui 
décrivent plus précisément encore les solutions des équations f(z) = c. 


3.6.7 Méthodes pour le calcul des résidus 


Il n’y a pas de méthodes générales et pratiques pour déterminer Res(f; zo) 
lorsque z9 est une singularité essentielle ; dans ce cas, il faut remonter à la défini- 
tion qui dit que Res(f; zo) est le coefficient de (2-20) 7 dans le développement 
de f en zo en série de Laurent ou encore utiliser la formule (3.24) si l’on sait 
calculer l’intégrale pour un chemin 7 approprié. 

Par contre, si zo est un pôle d'ordre n de f, on peut déterminer Res(f; 20) 
par un calcul systématique sans passant par le développement en série de Lau- 
rent. Dans ce cas, 


pour z dans un B'(20;r) où f1 (la partie régulière de f) est holomorphe dans 
B(z0o;r). Si m = 1, on voit immédiatement que 


bi = lim(z-—z0)f(2), (3.25) 


Z—20 
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car imz=,(7 = )f(z)=0. Sim >2,ona 


Fa) (z _ 0) {(2 - 2e (02 
+0 + bm1(z — z0) +: +b: (2 5 0)" "} 
= (2-20) "a(e) 
où g est holomorphe dans B(z0;r) ; en fait, 


9(2) = Dm + bm=1(2 — 20) + --: + b1(z — 20)! 


+ a0(z -— 2)" eee) 0 +... 
Si f1(2) = Xn>0 an(z — 20)”. Donc 
(m1) 
Le DE avec g(z) = (2-20) f(x), (3.26) 


ce qui n’est pas trop compliqué à calculer si m est petit. 
Un cas typique où 20 est un pôle simple de f est le suivant : 


z € Bic), 


avec B(z0) = 0, B'(20) # 0, A(z0) # 0 et À, B holomorphes dans B(z0;r). 
Dans ce cas 


(2 — z0)f(z) = B(2) - B() 
Z — 20 
Jin, = )fte)= SE À 


ce qui montre que 20 est un pôle simple de f et 
A(z0) 


CT (3.27) 


Res(f; 20) = 


Notons que si pour m € N* 


lim (z— 20)" f(x) 


Z 20 


existe et est égal à b £ 0, alors z0 est un pôle d'ordre m pour f. En effet, on a 


alors 
lim | f(z)| =, 


200 
ce qui entraîne que 29 est un pôle d’un certain ordre N ; le raisonnement simple 
de la démonstration de la proposition 3.6.6(1) montre que 


(z — 2)" (2)| 


lim 
Z 20 


existe et est un nombre strictement positif fini ; alors N = m. 
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Il est utile de remarquer que si, pour m € M, 
fi _ m 
Jim |G AGE 


alors ou bien z9 est un pôle d'ordre m/ < m ou 20 est une singularité artificielle ; 
on démontre ceci facilement en utilisant le raisonnement précédent. 


3.7 QUELQUES EXEMPLES 


3.7.1 Exemples de séries de Taylor 


Exemple 1 Les fonctions exponentielle, sinus et cosinus sont des fonctions 
entières ; leurs développements en séries de Taylor au point z = 0 sont connus 
(sect. 2.5) : pour z2€C, 


2) n 


z 
EXpz=l+2+—+...+—+... 
2! n! 
3 2n+1 
. z n 2 
SMZ=Zz-— ++) ———— +... 
3! Per sr 
2 2n 
VA n Z 
COSz=1l-—+...+{(—] 
2! O1) pt 


Ces séries entières possèdent le rayon de convergence co. 


Exemple 2 Soit f(z2) =Inz,z € C\R- (8 2.5.8) ; développons f à z = 1. 
On a 


FC =S, Per, 00) = (1) a De ; 


B(1; 1) est le plus grand disque ouvert centré en 1 qui est contenu dans C\R-. 
De la proposition 3.4.8, on a 


_ : OO ie : 
1)= re (tri) 
car 
n hr il, 
nl=0, jL DSP SIREN ES 7 
n! n! n 


Notons que le rayon de convergence ici est 1. On en déduit que 


CO n—1 
Hs ie 


ll 


a CPGE BIO NNE 
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Exemple 3 Soit f(z) = 2%, 2e C\R- (avec a € C fixe) ($ 2.5.10) ; dé- 
veloppons f àz=1.Ona 


HÉERSe C a(a—1)-:.(a-n+1)z%7; 
comme dans l’exemple précédent, on a 


ne Ce tan) 


f()=2=1+a(2-1)+...+ = 


z-1)" 


_ (e) COHRRETE En 


fn (opt, 


Le rayon de convergence ici est 1. On en déduit que 


LOS ee Ce B(0,1); 


n>0 


où 


nous appellerons cette dernière la formule (ou série) du binôme générali- 
sée ; notons que si a € N, on obtient la formule familière d’algèbre élémentaire. 


Un cas particulier où & = —1 donne la série géométrique : pour [z| < 1, 
nee  . (1+ 2) MS 12 
n2>0 n2>0 


Cane) — (ln 0. 


3.7.2 D'autres exemples de séries de Taylor 


Il est souvent laborieux de déterminer complètement le développement 
en série de Taylor d’une fonction f à un point 29. Dans les exemples simples, 
on peut le faire directement à partir des séries données dans le paragraphe 
précédent en faisant quelques manipulations algébriques. 

Par exemple, soit f(z) = 1/2z(z — 1), z € 2 = C\ {0,1}; on veut le 
développement à z = 2. On écrit : 


Il 
LTu 
[= 
LS 
= 
TES 
bi 
| 
S 
(= 
a 
SE 7 
Pme. 
& 
| 
N 
LS 
5 
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pour z € B(2; 1); notons que le rayon de convergence de la série entière est 
1 et que B(2;1) est le plus grand disque ouvert centré en 2 contenu dans 
= C0 

Soit f(z) = e*/(1—2),z € C\{1} = 9 ; développons f à z = 0. On sait 
que (prop. 3.4.8) 


f(z) = » An2" 


n20 


pour z € B(0;1) avec an = f(m)(0)/n! : mais, il est plus commode de calculer 
les an comme suit. On a 


DE Sr D Ce z € B(0;1); 


n>0 n>0 n>0 


de la formule pour la multiplication des séries ($ 2.2.5, (2.3)) on obtient 
1 
An = (1+.+5) 1 et cp 
n! 


Notons que le rayon de convergence de 0 Anz" est 1. 
Plus généralement, soient 


HOSN Se A reD 


n>0 n2>0 


pour |z| < R (c’est-à-dire nous supposons que chacune des deux séries possède 
un rayon de convergence > À) ; alors 


POCHES Eee 
n>0 
où 
An = Anfo + An-1/1 +: + avr, n>0. (3.28) 
La formule (3.28) est un des cas particuliers d’une formule générale concernant 
le développement de Laurent (multiplication de deux séries de Laurent) : 


si 
OO 


fe) “ an(z-— 20)", g(z) = N bn(z— 20)” 


n=—00 n=—00 


dans une couronne C{z20;r1,r2), alors 


CO 
f()gG@)= S cn(z2- 2)", r1 <lz- 20 <r2, 
n=—00 
où 
CO ee) 
Cn = 5 Ambn—-m = >> bman—m 
M= —00 ——00 


(les séries pour Cn étant convergentes pour tout n). 
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La preuve est immédiate ; fg est holomorphe dans C(20;r1,r2) et 


= F(z)g) 
Ep JG er de nEeZ, 


nc) 


où 7 est le cercle |z| = r, r1 < r < r2, orienté positivement. En introduisant les 
séries de Laurent pour f et g successivement et en intégrant terme à terme (ce 


qui est justifié par la convergence uniforme des séries concernées), on obtient 
(d’après (3.23)) 


il OO 
cn — = am (z — 20) Joe — y eu dz 
Te Mm=— 


O0 


> Gr ze J. 202 (z — 20) a de} = Di dore. 


M = — O0 


3.7.3 Nombres de Bernoulli 


Soit fr) =7/(6 1) 2 Drm ne 7. notons ques 22700 cl 
et f(2nri) n’est pas défini. Mais 


FA 


1 = je 
RON rene 


= | ? 
ainsi z = 0 est une singularité artificielle. En posant f(0) = 1, on obtient une 
fonction f holomorphe dans un disque ouvert centré en 0 ; les points z = 2nr1, 


n € Z*, sont des pôles simples avec 
Re = ———_—© ii) 


ce qui se voit en utilisant (3.27). Avec f(0) = 1, on a donc une fonction f qui est 
holomorphe dans B(0; 27) ; la proposition 3.4.8 nous dit alors que f peut être 
développée à z = 0 dans une série de Taylor qui aura un rayon de convergence 
> 27 ; en fait, le rayon de convergence sera 27 à cause de la présence des pôles 
+271 ; ce point sera clarifié d’une façon générale dans la suite. Démontrons que 


OO 

EN & Br o, 

Le oo , zeB(0;2r), (3.29) 
si 

où les B2n sont des nombres rationnels (appelés nombres de Bernoulli) avec 

Bo Ne POS 0 262022 Enefer, 


; fe) - 1 . 1 z—e? +1 1 
_— ] nn ee 
ait & ue — | 2 
Car 
2? 23 1 & 
CE es Ca on ] 
z 1 - 1 2 
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Posons 


eee ER e2/2 +e—2/2 
Re 0 


® 


d’où 


on en déduit que 


d’où 


ce qui donne 


établissant la forme de (3.29). 


Ecrivons 
Z TB 
en nm 
= Dan [21 < 2x 
n=0 
Avec bp =, Bj = 1/2, Bi 225277 — 0% al0rs 


c'est-à-dire 
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ou 


n+l n+l n +1 
( . }en+ (nt )Bat+( 0 ) 5-0, ® & À, 


ce qui permet de déterminer les Bh récursivement : 


RUE D. Bi =; 


n=2:3B2+3(->)+1=0, B=S 


DU ji ïl 
= Se — == = = 
n + (5)8+5( ;)+1 0, B4 30 


On voit aussi par récurrence que Bon € Q. 

Il est clair que sup, >1 | Ban] = oc car autrement le rayon de convergence 
de la série entière (3.29) serait co. En fait, on peut démontrer que [Ban] — oo 
lorsque n — © en établissant des formules asymptotiques précises pour Bon 
(par exemple 


ho au se 
n=1l 


ceci montre que Ps, > 0; 8 4.4.3). 

Les nombres B2, (avec des notations différentes quelquefois) apparais- 
sent fréquemment dans différents calculs analytiques ; ils ont été introduits par 
Jacques Bernoulli dans son livre célèbre sur la théorie des probabilités Ars 
Conjectandi (publié, après sa mort, en 1713) où ils sont utilisés pour obtenir 
une formule pour 1+2%*+...+nE (cf. (31, vol. IT, p. 159}, ainsi que [6, p. 76] 
pour plusieurs autres séries calculées en utilisant les nombres de Bernoulli ; voir 
aussi Ex. 26 et 27, sect. 3.8). 


3.7.4 Exemples simples de calcul des résidus et des intégrales 


Les calculs les plus faciles concernent les pôles simples où (3.27) donne 
les résultats rapidement. 

OC) CNE = peut unie 27) IR 
un pôle simple de f et 


z=—] s 3 | 
Soityte)— lsin2) 2 nr (76 7)estunpolesimpleet d'apres (327) 


= (-1)". 


il 
COS NT 


Res(f;nT) = 
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Son 6) =" ie ici z = —1l est un pôle double car 


(a+ 1) He) = 2 62), im (2 + 1) = af) = 9: 


d’après (3.26) 


ND 


—2(2z — 1) 
(C2 = & 1 


© | 


z=—1 


Soit f(z) = cos z/(z(2 — T)?) ; soit 7 le cercle de centre zéro et rayon 
r > 0 orienté positivement. Calculons 


nr Cd 
Ve 


SiO0 <r < 7, il est immédiat, d’après la formule de Cauchy appliquée à la 
fonction g(z) = cos z/(z— r)?, que 


1 D 
=} 1) az = di 9(0) = 2rizg = ©. 


T2 T 


Sir > r, on peut utiliser d’abord la version (iii) du théorème de Cauchy 
(prop. 3.4.4) pour avoir 


1=] soar+ | sad 


où y1 et y2 sont deux cercles centrés en zéro et en T respectivement (orientés 
positivement) de rayons assez petits de sorte que les disques fermés correspon- 
dants soient disjoints et contenus dans B(0;r) (fig. 3.9). On peut maintenant 
raisonner comme dans le cas précédent pour obtenir les valeurs des deux inté- 
grales dans le membre de gauche : 


où on a utilisé la formule de Cauchy pour les dérivées. 
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Fig. 3.9 


Notons que l’on évite d’intégrer sur y avec r = x car alors le chemin 
passe par un point où f n’est pas définie ; en fait, l’intégrale n’est alors pas 
définie. Les résultats précédents montrent que la valeur de I ne dépend pas 
beaucoup du cercle 7 utilisé ; sir < 7m, [1 = 2ifret sir > 7, 1 = 4i/r. En fait, 
les mêmes raisonnements montrent que si 


1 [res 


avec y un contour quelconque qui évite 0 et +, alors : 


e 1 = 2i/7 si le domaine associé à + contient O0 mais ne contient pas 7, 
e 1 = di/z si le domaine associé à 7 contient Oet 7, 

e 1 = 0 si le domaine associé à y ne contient ni O, niT; 

1 = /x si le domaine associé à y contient rm mais ne contient pas 0. 


Dans la suite (chap. 4), on donnera une formule permettant de calculer 
ces intégrales plus rapidement tout en calculant les résidus de f aux points 0 et 
x ; notons que 0 est un pôle simple et x est un pôle double pour f et (chap. 4, 
théorème des résidus) : 


Res f; 0) = = Ref). 


3.7.5 Séries de Laurent 


Le développement explicite en série de Laurent est souvent laborieux ; 
quelques exemples simples peuvent être traités comme dans le paragraphe 3.7.2 
pour les séries de Taylor. 

Soit f(z) = 1/(z(z — 1)) ; dans 0 < [z| < 1, on a la série de Laurent 


(ee) 
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car 1/(2(2—1)) = —-1/2+1/(z — 1) ; c’est la série de Laurent pour f dans la 
couronne (0/0 1) Dar DEEE s 


a Eten 


2(z—1) 2-1 z2-1+1 2-1 =) 


ce qui est la série de Laurent pour f dans la couronne C(1;0,1). Dans la 
couronne C(0;1,00) = {z:1</z| <c},ona 
1 1 à 1 1 e 1 1 il " 1 . 
pre red PE Ne 2e STE MCE SUR 
2(z—1) z 2(1—1/z) 2 2 7 z # 
ce qui est la série de Laurent pour f dans C(0;1,00). Finalement, dans 1 < 
|[z—1| <oo,ona 


D, 1 
z(z—1) 2-1 z-11+1/(z-1) 
1 n Il n+l jl 
D 
nu. n>0 (a 17 n>1 Ces : ls 


ce qui est la série de Laurent pour f dans la couronne C(1; 1,0). 
Soit g(z) = ctg z ; les points z = nr, n € Z, sont les zéros de sinus et de 
(3.27) on constate qu’ils sont des pôles simples avec 


Res(g;nr)=1, nezZ. 


On peut écrire le développement en série de Laurent pour la cotangente en 
z = 0 en se servant des nombres de Bernoulli (8 3.7.3) : 


ÉtER— L De ie Bas tab 00 2er. 
* n=1l 
En effet, | 
co ee ED cs = - _S . Xe = f (ir) 
où . 
= : 


du développement (3.29) on obtient immédiatement la série donnée pour la 
cotangente ; celle-ci s'écrit aussi 


Nyn 


1 Set 2n ,2n—1 
D MO AE PENE (3.30) 


Pour les développements de tg z et zcosecz utilisant les Bn, on se reportera 
à l'exercice 25 (sect. 3.8). 
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3.7.6 Fonctions de Bessel 


= (a) 


où u est un paramètre complexe ; puisque f = gh avec 
u u 
g(z) = exp e :) ,  h(z) = exp (+ :) 


où g est holomorphe à z = 0 (en fait, g est une fonction entière de z pour 
tout u € C) et h possède une singularité isolée essentielle à z = 0 (si u £ 0), 
on constate que z = 0 est une singularité isolée essentielle pour f (appliquer 
le critère (ii), prop. 3.6.6). Puisque f est holomorphe partout sauf à z = O0, f 
possède un développement en série de Laurent convergent pour z € C* ; les 
coefficients de cette série de Laurent seront notés J,(u) (fonction de Bessel 
d’indice n) :ona 


exp ÉC = :)) = Se Jntu)z, ze. (3.31) 


On peut considérer (3.31) comme un cas particulier de la formule de multipli- 
cation de deux séries de Laurent donnée dans le paragraphe 3.7.2 : on a 


EDR El —U sa î = 
ED 2 rmÊEl 22 el 2z 


Soit 


11— 
d’où e 
Jntu) = > nine) 
m=—00 
avec 
In] 
T2.) Ie (us / 2) 0 
Hate er si m >0 et ae DT si ñ < 0 
0 si m < 0, 0 sin > 0. 


Mais nous préférons procéder directement. Nous démontrons que, pour n € N, 


©, (1) puy2ktn 
= = | = 302 
Jn(u) 2 pr + 01 (a) , ueC, (3.32) 
et, pour n = —1, 2, ..., Jn(u) = (—-1)"J_n(u). On voit sans peine que le 


rayon de convergence de la série entière (3.32) est oo ; c’est aussi une consé- 
quence de sa convergence pour tout u comme le montre le raisonnement suivant. 
En effet, d’après (3.23), 


1 u il dz 
si 
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où nous pouvons prendre y comme cercle unité: y(t) = CD 27. 
supposons que n € N et écrivons 


La dernière série converge normalement dans tout ensemble de la forme 
{2 : |: > R}, R > 0 quelconque; en intégrant terme à terme cette série 
dans (3.33), on a 


(ee) k 
RE) Sn 
Jnu)= DE (©) een dz. 


D’après la formule de Cauchy ((3.14), prop. 3.4.7), on a 


il j euz/2 ïl dr+# euz/2 


Di J, 208 7 (n+k)l dt 


alors, 


O0 … k . FR 
nt = 5! 5 Gen) 


ce qui est (3.32). On notera que la forme exacte de 7 ne joue aucun rôle dans 
ces calculs ; prenons maintenant 7 comme cercle unité et n € Z dans (3.33); 


on à 9 ; 
_ 1 x CS 
rt) —= Dee à EXP 3(e ne nr) dt 
(3.34) 


1 27 _ 
= — exp(iusint)e ‘dt 
= xp(iusint)e cie 


qui est une formule importante de la théorie des fonctions de Bessel ; on peut 
aussi écrire (3.34) sous la forme 


TH 


1 , 
At — = exp(iusint)e "dt 


mt 


LATE : 
IEC) = = exp(iu sin t) et dé 


FT Jr 


TH 


= = F exp(—iusint)e "+ dt 


en passant de t à —t. On en déduit que 


J-n(u) = Jn(—u), IE PAUIENCS 
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sin = —1, —2,..., on a —n € N* et alors, avec (3.32), on obtient 
Jn(u) = J_n(—u) — (—1)"J-n(u) . 


La formule (3.34) s'écrit comme sous la forme 


T . 
Jn(u) = — exp(iusin t)e*"# dt 
Pre 
1 FT 
= — l {exp(iusint — int) + exp(—iusint +int)}dt, 
27 0 
d’où 
1 FT 
Ju) == | cos(nt —-usint)dt, neZ,uecC. (3.35) 
(0) 


La formule (3.35) est due à Bessel (1824). Du développement en série entière 
(3.32) de Jn, n € N, on voit que les Jn, n € N, sont des fonctions entières (car 
le rayon de convergence de la série (3.32) est co). 

Dans la théorie des équations différentielles, on introduit les fonctions 
J, où v est un paramètre réel ou complexe ; pour v = n € N, on obtient Jh 
défini par (3.32) ; J, s’appelle la fonction de Bessel d'indice v. On à, pour 
DE |, —2,::;, 


Le) 
LUE e ) Len CARE (6) 


qui est la même formule que (3.32) avec n remplacé par v et (n + k)! remplacé 
par l’'(v+k+1) où l'(z) (gamma de 2) sera défini dans la suite ; la fonction 
T généralise la fonction factorielle définie seulement pour les entiers positifs. 
De (3.36), on voit que J, est holomorphe dans € \ R-, la présence du facteur 
u”,v& N, nous obligeant à exclure R_. 

On définit 


O0 
n0 EN) end Re "10. 
0 


on verra que Î'(2) peut être défini pour tout z # 0, —1, —2, ... par le procédé 
du prolongement analytique. 

La formule (3.32) peut aussi être obtenue en multipliant les séries en z 
pour euz/2 et eu/2z ce qui est justifié à cause de la convergence absolue des 
séries concernées. On donnera d’autres propriétés des Jh(z) dans la section 3.8. 

La fonction de Bessel d'indice v est une solution de l’équation différen- 
tielle suivante : 


1 2 
'+ru+ (1-0, 
z - 


équation qui revient souvent dans les problèmes de physique, surtout ceux qui 
ont une certaine symétrique cylindrique ; dans la littérature, en allemand, ces 
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fonctions s'appellent aussi «fonctions cylindriques» (Zylinderfunktionen). Le 
livre de référence au sujet de ces fonctions est celui de G. N. Watson À trea- 
tise on the theory of Bessel functions (1922, deuxième édition 1944) ; au sujet 
de ces fonctions et de bien d’autres fonctions spéciales l'ouvrage de Whitta- 
ker et Watson [37] est essentiel ; il est très instructif aussi (autant que l’est 
le livre de Watson) à cause des nombreuses citations historiques précises que 
l’on y trouve ; on apprend notamment que les fonctions de Bessel apparaissent 
(comme séries) dans des travaux antérieurs d’Euler sur la membrane circulaire 
(1764) et ceux de Lagrange sur les mouvements elliptiques (1769), les cas par- 
ticuliers remontant même à Jacques Bernoulli en 1703. Le livre de Copson [11] 
est utile comme une introduction à l’étude des fonctions spéciales de l’analyse 
complexe. 


3.7.7 Fonctions génératrices 


Soit {an},en une suite de nombres complexes ; on peut associer diffé- 
rentes fonctions complexes à cette suite : 


n>0 n>0 
Dis)= ÿ Anita, (2) 5 Dee 
n>l n20 


Aet B s'appellent fonctions génératrices de {an} F s’appelle la trans- 


nEeN’ 
formée en Z de {an} (dans la littérature des sciences appliquées) et D s’ap- 
pelle la série de Dirichlet de {an} (l’utilisation de la lettre s est tradition- 
nelle dans ce contexte). Les séries pour À et B sont des séries entières et celle 
pour F se ramène à la série pour À par la transformation Ç = 1/2 ; nous dis- 
cuterons des séries de Dirichlet ailleurs. Quelquefois, on appelle B la fonction 
génératrice exponentielle de {an} ; on suppose, en général, que ces séries 
convergent dans une partie ouverte de € mais il y a aussi la possibilité de les 
traiter comme des séries formelles sans discuter de leur convergence. Ici, 
nous nous bornons aux fonctions À ou B sous l’hypothèse qu’elles possèdent 
un rayon de convergence non nul. 

On peut aussi étudier les fonctions génératrices bilatères associées 
aux suites bilatères {an},,_7 en définissant 


A(2) = ÿ Anse 


nez 


la série est alors une série de Laurent ; on a vu un exemple dans le paragraphe 
3.7.6, mais nous ne poursuivrons pas ce sujet ici. 

Les nombres de Bernoulli étaient définis par leur fonction génératrice 
(8 3.7.3). Dans de nombreux cas, les fonctions génératrices permettent d'étudier 
les suites associées plus facilement. 
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Supposons que {as} est une suite telle que 
— 5e Ur 
n>1l 


possède un rayon de convergence R > 1 ; alors À est holomorphe dans B(0;A) 
et 


= D. non |: Re. 


n>1l 
d’où 
À 1) = De. Nan ; 
n>1l 
de même 
(ile ” n(n — ljan 
n>2 

d’où 


A'(1) + 4"(1 = Sur Ge 


ml 


Ces formules sont souvent utilisées en théorie des probabilités où les an > 0 et 
Shan = 1; dans ce cas, R est toujours > 1 mais les formules restent valables 
même si À = 1 avec les interprétations suivantes : 


1 _ Q [A 1! = A"(t 
A(D= im 4), A4"(1)= lim 4", 


étant entendu que ces limites peuvent être finies ou infinies. 
Soient {an}, {bn} deux suites dans € (n € N) ; posons 


A — Ÿ_anz”, Be) De 0 


où nous supposons que les deux séries convergent pour |z] < ÆR (pour un 
R > 0) ; alors de (3.28) nous savons que 


= Diet 
nr 
où 
Cn = Anbo +: +apbn, n>0. 
La suite {ch } s'appelle la convolution de {an} et {ba} ; on écrit 
{en} = {an} * {bn}. 


Ainsi, la convolution des suites correspond au produit de leurs fonctions géné- 
ratrices ; dans la théorie des probabilités, la convolution correspond à avoir des 
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variables aléatoires indépendantes. (Voir W. Feller [16] pour les applications 
variées des fonctions génératrices en théorie des probabilités.) 

Les fonctions génératrices sont utiles dans la résolution des équations 
aux différences finies ; donnons un exemple simple. Soit 


An = An-1 +FAn-2, Nn2>02, 


avec ag — l'ai — là suite La} d’entiers positifs s'appelle la suite de 
Fibonacci. Posons A(z) = Y;>0@n2" ; on vérifie que an < C: D D 
(pour un C > O0, par ex. C = 2), ce qui nous assure d’avance que le rayon 
de convergence de la série entière pour À est R > 271/2 > 0. On voit sur 
l'équation aux différences définissant les {an } que 


ÿ. nee DA D ÿ> AE ce 
n>2 n>2 n>2 
d’où 
A(z)1—2-2})=1, A(z)= 


Les deux racines de 1 — z — 22 — 0 étant 


ne et B 


_ —1+ V5 
9 1 ? 


2 


le rayon de convergence de la série entière pour À est 


VASE | 
ie 


R= min (|c| À 81) _ 


On peut maintenant développer À dans sa série de Taylor à z = 0 et obtenir 
une expression explicite pour les a, à partir des coefficients de la série de Taylor 
de À. Mais il est plus rapide de procéder comme suit : {A} est une solution 
pour l’équation aux différences finies donnée si À est tel que 
NN 2 


ce qui donne 
1-10 


et À= À = (1+ V5)/2, À = 19 = (1 — V5)/2. Il suffit maintenant de poser 
An = c1À7 En C2À9 


avec C1, C2 tels que ao = 1, ai = 1 ; un petit calcul donne 


n+1 n+1 
1 EVE DE 
An = —= (5) -( A) On 0 LE. 


V5 2 2 
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(une formule un peu surprenante si l’on pense que les a, sont des entiers). 
Puisque la solution {an} est évidemment unique (la relation de récurrence don- 
née par l’équation en est la preuve), notre méthode donne la solution. Notons 


que 
An mm € 9 


(car |(1 — V5)/2] < 1), c > 0 étant une constante d’où [an[!/" — (1 + ÿ5)/2, 
n — ©, Ce qui donne le rayon de convergence de la série entière pour À : 


ma 
D'ANVE 2 


un résultat déjà obtenu autrement. (Rappelons que (1 + 5)/2 = 1,618 s’ap- 


pelle le nombre d’or, nombre mythique auquel on attribue des propriétés 
esthétiques et bien d’autres encore depuis l'Antiquité.) 


3.7.8 Polynômes d’Hermite 


Les polynômes d’Hermite {Hn(u)},en peuvent être définis en don- 
nant leur fonction génératrice (exponentielle) : 


Yu, z) = exp(2uz — 2? ="2 FEU MN FR ENCS ar) 
n>0 nl 


Il n’est pas évident immédiatement que les fonctions u + HA(u) sont 
polynomiales. Par contre, il est immédiat que # peut être développé dans une 
série comme (3.37) car, pour chaque u E C, z — yÿ(u, 2) est une fonction entière 
et possède donc une série de Taylor à z = 0 qui converge absolument pour tout 
z EC. On a alors, pour n € N, 


142 
Hn(u) = + Yu, 2) 
i de? z=0 
d’où l’on voit que, pour n € N 
d'? 
Ha(u) = (-1)” ci ou. (3.38) 


ce qui est (3.38). 
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De (3.38) on déduit par récurrence que les A, sont des polynômes ; mais 
il est plus utile d'établir les formules de récurrence suivantes : 


He 2070) | (3.39) 
Hysiu) = 2uHhu) F2nH;-i(u) =0, n2>1. (3.40) 


Pour (3.39), on utilise le calcul suivant : 


= >, Hu) 


n2>0 
2,n+1 


us) 2 5 Hn(u) - 


n! 


d’où (3.39) en comparant les coefficients de z”. La justification du calcul 


Ô nn 
D = D, Hnlu)— 


n>0 n>0 
peut être menée comme suit : d’après les formules de Cauchy, 


n! dz 
Hh(u) = —— bu, z)— ; 
+ Z 


7 étant (par exemple) le cercle unité |z| = 1 orienté positivement ; d’après la 
proposition 3.4.6, on a 


/ _ Ôp dz 
HA (u) = | du U,2) ner 


ce qui donne la justification nécessaire. La question de la dérivation des séries 
terme à terme sera reprise de manière générale dans la suite. 


Pour (3.40), on calcule ainsi : 


d’où une comparaison des coefficients de 2° (n > 1) donne 
Hn4i(u) = 2uHn(u) — 2nHn-1(u) 


donc (3.40). De (3.39) et (3.40), on déduit que H, satisfait à l'équation diffé- 
rentielle suivante : 


VW 
=) 


Hy(u)-2uH}(u)+2nHn(u) =0, n CA) 
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On vérifie d’abord que Ho(u) = 1 et Hi(u) = 2u (par exemple avec (3.38)) 
satisfont à (3.41) pour n = 0, 1; pour n >2,ona 


Hu) — 2uH}(u) + 2nHn(u) = An(n — 1)Hn_o(u) — AunHn-j(u) + 2nHA(u) 
= 2n{Hn(u) — 2uHn_;(u) + 2(n —1)Hn-o(u)} 
= 0 


grâce à (3.40) avec n remplacé par n — 1. 
La propriété principale des polynômes ue, est leur orthogonalité : 


Î É 7% Hn(u)Hm(u)du=0 sim£n(mnen). (3.42) 


Nous ne discuterons pas de cette propriété dans ce volume : elle est une consé- 
quence directe de (3.38). 

Dans (3.38) on voit que H, est un polynôme de degré n ; c’est aussi 
évident sur (3.39) par récurrence sur n et du fait que H5 = 1. De (3.37) on tire 


Y(0, z) = Mon = Jo 0 


n>0 n>0 


d'où Hn(0) = 0 si n est impair et Hon(0) = (—1)" 2n!/n! ; puisque Y(—u, z) = 
Ÿ(u,—z), on obtient 


Date = D HE 


n2>0 n>0 


d’où Hn(-u) = Hn(u) si n est pair, H,(—u) = —-HA(u) si n est impair. Ainsi, 
Hon(u) et uH2n+1(u) sont des polynômes en w?. A partir de (3.39), on peut 
maintenant écrire les premiers polynômes H,(u) assez rapidement : 


Ho(u)=1, Hi(u)=2u, Ho(u) = Au? —2, 
Ha(u) = 8u° —12u, Ha(u) = 16u* — 48u? +12. 


Les polynômes d’Hermite interviennent en mécanique quantique, essen- 
tiellement comme solutions de l'équation (3.41), et dans la théorie d’approxi- 
mation des fonctions, à cause de leur orthogonalité ; ils sont un outil important 
dans certains développements asymptotiques de la théorie des probabilités où 
ils apparaissent comme «polynômes de Chebyshev-Hermite» avec une défi- 
nition légèrement différente (pour avoir l’orthogonalité par rapport à e—?/2 
au lieu de e-*" comme ci-dessus dans (3.42)). L'article de Chebyshev date de 
1859-60 et celui de Hermite de 1864 (voir leurs œuvres respectives). Le livre 
de référence sur les polynômes orthogonaux est celui de G. Szegô : Orthogonal 
polynomials, 1939 (troisième édition 1967) ; une présentation pédagogiquement 
intéressante est celle de R. Courant et D. Hilbert : Methods of mathematical 
physics, vol. I, 1953 (adaptation des éditions allemandes de 1924 et 1930). 
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3.7.9 Polynômes de Legendre 


Notre dernier exemple concerne la fonction génératrice des polynômes 
de Legendre : 


du, 2) = (1-2u2+ 2271? 2 => Pa(u)z" (3.43) 


Pour u € C fixe, z + Ÿ(u,z) est une fonction holomorphe dans un disque 
ouvert centré en zéro et (3.43) donne le développement en série de Taylor à 
z = 0 de cette fonction. De la formule du binôme généralisée (8 3.7.1) on a, 
pour |6| < 1, 


Heu DT 5) Co SU en de 


k>1 k>1 


si [2uz — z2| < 1, on aura, en remplaçant Ç par 2uz — z? = 2z(u — z/2), 


He (=? : (3.44) 


si, de plus, 2lu||2| + |[z[? < 1, on peut écrire (3.44) comme (3.43) en réar- 
rangeant les termes à cause de la convergence absolue de la série concernée. 
Le coefficient de z" dans (3.44) peut se calculer en considérant les termes 
k=n,(n—-1),...,{(n-m) où m = n/25sin est pair et m = (n—1)/2 sin est 
impair ; après un petit calcul, on obtient le coefficient de 2” 


<=  (-1)"(2n -2r)! _. 


T— 


ce qui montre que P,(u) est un polynôme de degré n en u ; P, est le polynôme 
de Legendre de degré n,n >0.Ona 


1 
= (Bu° — 3u). 


A) Py(u) = 3 (Bu? 1), Py(u) = 3 ( 


De (3.45) on a 


me (—1)" d” 


0 Den 0) 


_ 1 a Se Œrul 2n—9r 
_ 2nn! dur rl(n-—r)! ( 
Tr=0 
car les termes pour r > m s’annulent après la dérivation d”/du” ; on a ainsi la 
formule de Rodrigues (1814-1816) : 


1 
2nn! dun 


Fu) (u? -1)". (3.46) 
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La formule de Cauchy donne alors l'égalité suivante : 


1 GR = 
Pa(u) = ei dw. (3.47) 


où 7 est un contour associé à un domaine contenant w (par exemple y(t) = 
u+et,0<t<2T); (3.47) s'appelle la formule de Schläfli (1881). 

De nouveau, la propriété principale des polynômes {Pa} est leur or- 
thogonalité : 


ie Pm(u)Pn(u)du=0 sims£n(m,ne N). (3.48) 


Nous ne discuterons pas de cette propriété dans ce volume ; elle est une consé- 
quence directe de la formule de Rodrigues (3.46). 

Une équation différentielle qui possède f = Ph pour solution est l’équa- 
tion de Legendre : 


G-—u?)f" -2uf'+n(n+1)f =0. 


On peut vérifier ceci rapidement en utilisant (3.47) qui donne, après un petit 
calcul, 


(1= 2) Pl (u) = 2u PA (u) + n(n + 1)Pa(u) 
LA Î ICS dw = 0 
… Ce den (w -u)"+? nd 
La fonction Ÿ{u,z) de (3.43) entre naturellement dans la théorie du potentiel 
newtonien (pour un bref historique se reporter à [14, p. 37) et c’est dans ce 
contexte que Legendre introduit le développement (3.43) en 1784-1785. On 
trouvera une discussion détaillé des propriétés de ces polynômes importants 


dans les ouvrages de Szegô, Whittaker et Watson et Copson cités ci-dessus en 
relation avec les fonctions de Bessel et les polynômes d'Hermite. 


3.8 EXERCICES 


CA 
l—— 3 dz 
y2(1—2) 


lorsque 7 est un cercle, orienté positivement, donné par 
G) |21= 1/2; 

Gi) 2-1] = 1/2; 

(ina 7 


Calculer 
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[2] On sait que Je dz/z = 2mi si y est un contour dont le domaine associé 
contient 0 ; vérifier ls formules suivantes en choisissant 7 comme indiqué : 


Gi) ru dt 27 
i = —, 
o a2cos?t+b?sin?t ab 
+ étant obtenu de l’ellipse d’équation x? /a? + y? /b? = 1. 
(ii) [ee + en 
j 3 
0 (cost) + (sint) 


en prenant y(t) = cos° t + isin t, 0 < t < 27 (y décrit une astroïde). 


Démontrer que 


nr | Ce) dz = n(2ri)f(0) 

2 
Où nt) = efË, 0 St < 27 (n E Z) et f € H(C), en établissant que {, = nf 
directement à partir :. la définition de l’intégrale et ensuite en utilisant la 
formule de Cauchy. (Noter que y» parcourt le cercle unité n fois dans le sens 
positif si n > 1 et [n| fois dans le sens négatif si n < —1.) 


Démontrer que 


a fQ) y 7 de 2 de. 


Mn 2 (2mi)f(0) sin = 1, 3,. 


où Ynt) = (cost)"+i(sint)", 0 < + < 2r et f € H(C). (Noter que si n est pair, 
Yn est un lacet dans le premier quadrant moins zéro où z + f(2)/z possède une 
primitive ; si n est impair, ÿn est un contour avec 0 dans son domaine associé 
et le résultat vient de la formule de Cauchy.) 


Calculer 
cos z 
@= | Dar Wi#i 
Ÿ 


z—a) 
où y est le cercle |z| = 1, orienté positivement. 
[6] Calculer 
LORS Eros de, l-2#1, 
ù 


_) 


où 7 est le cercle |[z — 2] = 1, orienté positivement. 
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ef (OH, us, 


2mi W—Z ZW 


où + est le cercle |z| = 1, orienté positivement et f, g sont holomorphes dans 
une partie ouverte contenant B(0;1). Vérifier que 


Si) 
le 15 Us 


Botte [,()" dz où n € Z et 7, est le cercle || = r > 0, orienté 
positivement. Vérifier que I = 0 si n Z£ 1 et 1 = (2mir? sin = 1. 


[9] Soit I = (7)” dz où n € Z et y est le cercle |z — a| = r > 0, orienté 
positivement. Vérifier 


= { (2ir)r?n()"—" sin >0ousin <0et r < |a| 
0 sin <0etr>l|al 


en calculant directement que, si a £ 0, 


1=rç" [ ER %, 


zu 
7 étant le cercle |z| = 1, orienté positivement. 


Soit 
s= ji} HCNTAUNIOE RRTERCC  TE 0 y réels. 
r<|2|<R 


et f € H(C) ; en utilisant les coordonnées polaires pour l'intégrale double 


établir que 

R 

12 | É fe) dz ?pdp 

r (iJ, 2 
où 7 est le cercle |z| = p > 0, orienté positivement ; conclure que 
LE 7 f(0)(R? — r?). 
Soit. f € H(C) ; démontrer que, si a # b, 
mr _1@ y, {0-10 

7 | 


no = 


z — a)(z — b) a —b 


où 7 est un contour dont le domaine associé contient a et b (8 3.7.4). 


188 Formule intégrale de Cauchy 


Soit J(z) = 7/01 22). Démontrer que f n’a pas de primitive dans le 
domaine E = {z : |z] > 1} mais que dans le domaine D = {2:[z| < 1}, f 
possède la primitive F(z) = (1/2) In(1 + z?) ; noter que (1 + z22)eC\R- si 
|] < 1 de sorte que F est holomorphe dans D. Pour le domaine E, voir que 


ECOLE 2m 0 
Ÿ 


si y est le cercle |z| = 2, orienté positivement. 


Vérifier les formules suivantes : 


, 1 
G)——>=ÿ (m+1)2, ld<1; 
(1 Le, 2) n=0 
(ii) (1— DRE De GS, un AN EEE à 
n=0 ; 
D ee - n ss On+1 
(ii) sin(az) = 2 On + D  -0. 
fs a 
1/2 _ . 
Hicos ae 21 1) En zeC 


Voir que la série de Taylor pour f(z) = 1/(1 + 2?) en z = 0 est 
Le) (1) 22 dont le rayon de convergence est 1 ; vérifier que z = +4 sont 


des pôles simples pour f et Res(f;i) = —-1/2, Res(f; —i) = i/2. 


Vérifier les développements de Taylor suivants : 
T 


1)" sin(n +1 
(—1)" sin(n + A (up, he. 


ei = 
@) Erin D 


n=0 (Vo) 
, 00 sin(n + 1)= + 
Der CN ; REV EN 


Vérifier les développements en série de Laurent suivants : 
: 1 —i/2 le an | 
drn-EÉ+2:0) (z2—i)", O<|z-il <2; 


(ii) US C1 G) e+i", 7527/5207 


22+1 (z+i) 2 
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Vérifier que f(z) = tgz possède des pôles simples aux points z 
(n+1/2)r, n € Z et que Res{f;(n + 1/2)x) = -1,n eZ. 


Vérifier que f(z) = tg(1/z) possède des pôles simples aux points z = 
{(n + 1/2)r}7, n € Z et que 


en ha Le 
Res (fi 7e) {(n+1/2r}°° + 


Constater que zéro est une singularité non isolée ; zéro est un point d’accumu- 
lation aussi bien des pôles de f que des zéros de f. 


Supposons que f(z) = A(z)/B(z) où À et B sont holomorphes dans un 
disque ouvert centré en 20 ; si B(20) = 0, B'(z0) £ 0 mais A(20) = A'(20) = 
 — AM) (20) = 0 pour n > 1, alors vérifier que 20 est une singularité artifi- 
cielle pour f. 


Supposons que f est holomorpheet non constante dans un disque ouvert 
centré en 29 et que fm) (20) — 10 (= mn = n, fn) (20) =) (f(0) — 
Démontrer que z0 est un pôle simple pour f’/f et que Res(f”/f; z0) = n. (On 
dit que f a un zéro d’ordre n au point 20.) 


Supposons que f possède un pôle d'ordre n > 1 au point 20 ; démontrer 
que 20 est un pôle simple pour f’/f et que Res(f'/f; 20) = —n. 


Soit f = gh où g possède un pôle simple au point 29 et h holomorphe 
dans un voisinage ouvert de zp avec h(z0) # 0 ; démontrer que 29 est un pôle 
simple pour f et que Res(f; 20) = ah(20) où a = Res(g; 20). 


Supposons que w est holomorphe dans un voisinage ouvert de 2 et 
p'(z0) À 0; supposons que f o & est défini dans un B'(p(z);r) et que f 
possède un pôle simple au point (20) avec Res{f;4(20)) = à # 0 ; démontrer 
que f oY possède un pôle simple au point z et que Res(f ow; z0) = a/w'(z0). 


Soit f = gh où g possède un pôle d'ordre N > 1 au point z et h est 
holomorphe dans un voisinage ouvert de 29 avec h(20) # 0. Démontrer que f 
possède un pôle d'ordre N au point z0 et Res(f; 20) = (a1ho + :::+anhn-1) 
où aj/(2— 20) +:::+ an/(z — 20)” est la partie principale de g au point 
et h; = h0)(20)/5!, j > 0. 
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Vérifier que tgz = ctgz — 2ctg2z si z £ (nr)/2, n € Z; à partir de 
(3.30), on obtient la série de Taylor pour f à z = 0: 


ee) 


(BD, 


m1 


F 


Bac on lee 5 


(2n)! | 
re 
= 2 + 3 20 15 Pr 

Vérifier ctg z + tg(z/2) = 1/sinz; en déduire que 


ee] n—l,in 
Z COSECZ — De on 


n=0 


Bon2?", |zl < 7. 


Vérifier 


= Sk(n) k 
1+e+...+e= VS EL, ze, 
=) 


où So(n) = (n +1), Sy(n) = 1 +-.-+ nf. 
Vémier pair 2127, m2, 


ce 
es duel 24 ; 


À l’aide de l’exercice 26, obtenir 


k+1 k k 
n n B JÉ 
k(n ) k+1 2 Fr» m Cac) 
IN —2 
k+1 k k B L 
ro Creer ne Ni el 
k(n) k(n Je Lee 2 2 m \m—Ii d ‘ 


Soit f holomorphe dans B(0; R) ; posons g(z) = f(R?/7) pour [z| > R; 
démontrer que g est holomorphe dans {z:|z| > R}. 


Soient f, g dans H(42), 2 un domaine de C, avec f(2) £ 0, g(z) £ 0 
z € {2. Démontrer que si 


ù 


alors il existe un c € C tel que f(z) = cg(z), z € 9, en vérifiant (f/g) = 0. 
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Soit f € H(92), {2 un domaine de €, avec f(2) # 0, z € 2 ; posons 
f'/f = h et supposons que À possède une primitive H dans 4 ; démontrer que, 
pour 20 € #2, 


He) He it) = CNE 70 


en vérifiant que si g(z), z € 42, est défini par le second membre, on a f'/f = g'/g 
dans #2 (cf. Ex. 29). En particulier, si {2 est étoilé, toute fonction f € H(9) 
telle que f(2) £ 0, z € 4, est de la forme ef avec g € H(#2). (On dit que g est 
une détermination holomorphe de log f.) 


Démontrer que, pour n € Z,uet v dans C,ona 


n(u + v) US Jy(u (v) 


k=—00 


en utilisant (3.31) ; en particulier, avec n = 0, u = —-v,ona 
O9 
S(u) + 2 D J?(u) 
r=i 


Démontrer que, pourn EZetu #0, 


2n 
Jn1(u) + Jn+i(u) = + Jn(u) 
en vérifiant ceci d’abord pour n > 1 à l’aide de (3.32) et ensuite pour n < 0. 


A partir de (3.31), démontrer que, pourn eZ,uec, 


Fu) = 5 {n-1(u) — Jni(u)} 


En déduire que 
Jotu) = —-Ji(u) 


et 
Ju) = 2 Ja) - Jap), u #0. 


Vérifier que l'équation différentielle (avec À € C) 
A 0 XX = 0 


possède des solutions X(u) = ÿ 529 anu” avec 


2n — À 


0... 
Hu 5 7 TT 0 RE 


192 Formule intégrale de Cauchy 


{A(k — 1) — A}{4(k—2) — X}...(4—2à)(—)) 
EE ECS 


(2k)! 
_ {2(2k—1)—4à}{2(2k—3)—2}:..(6 — A)(2 — À) 
A2k+1 — DS Ro oen: | : 


Vérifier que 


CO Le) 
X (u) = 1 + D. Re ; Xo(u) = ü + > aoprru Ti 
B=il = 


définissent des fonctions entières qui sont solutions de l’équation donnée et que 
X est une combinaison linéaire de X1 et X2. Vérifier que si À = 2n (n € N*), 
alors une des deux solutions X1, X2 est un polynôme ; inversement, si X est une 
solution polynomiale non triviale de l’équation, alors À = 2n pour un n € M. 
(On peut démontrer que cette solution polynomiale est nécessairement H;(u), 
cf. (3.41).) Vérifier que f(u) = X(u)e-w?/2 satisfait l'équation (d’oscillateur 
harmonique) 
DECO EN) 


si À satisfait à l'équation du départ. 
De (3.43) déduire que, pour n € N, 


(—-1)"(2n)! 


Pa()=1, Pa(-1) = Ce Pèn(0) = 220 (n!)° 


>» Pon+1(0) = 0. 
Si y(u, 2) est défini par (3.43), vérifier 


db 


(1 — 2uz + 0. 


CRU 


pour |2| < [u + (u?—1 ue lé en déduire (en comparant les coefficients de 271) 


que, pour n > 2, 
nPn(u) = (2n = 1)uP-1(u) + (n = 1)Pa=o(u) = 0. 
(Continuation de exercice 36) Vérifier 
Ô!: 
_— nn si [2uz — z?| < 1: 
Ou 


en déduire que, pour n > 1, 


uP}(u) — JE cf) ta). 
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a + bz 


per pe 


4,0, @, 2 4 dans C, à 0: 


démontrer que f(z) = De anz” pour |z| < r, où r > 0 est tel que a + Bz + 
42? # 0 si [2] < r ; de plus, 


a 


Qün + Ban-1 +Yan-2 = 0, n2>2. 


al 
dis ns 


b 
n = — 
[62 


En déduire 


1 +2z 
ee OC 


pour: U(VE— 1)/2. (cf. & 3.7.7, suite de Fibonacci ; cet exercice est pris 
presque littéralement de l’ouvrage d’Euler : Introductio in Analysin Infinito- 
rum, 1748, chap. IV, 8 61 ; dans ce chapitre, Euler donne les méthodes pra- 
tiques, avec de nombreux exemples numériques, pour déterminer la série de 
Taylor en z = 0 pour f(z) = P(2:)/Q(z) où P et Q sont deux polynômes ; Eu- 
ler indique la relation entre ces calculs et les «séries récurrentes » de de Moivre, 
ce que nous avons appelé «les équations aux différences finies » ; le livre d’Euler 
est traduit en différentes langues, entre autres en français, par Labey, 1796). 


Soit 


il dz 
RE mn = a 0 el 2 


où y(t) = et,0 <t < 27. Vérifier 


= si 0 < [al <1 
@ — 
f(a) = a 
T2 si [al > 1. 
— à 
En conclure que 
L TE) 1 Se 
a & oi 
ne 1—2acost+a? 1 
27 Jp 1—2acost+a si Ja] > 1. 
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Soit 


X(7: 20) = = = 


271 J4 z — 20 


oùy:[a,b] — Cest un lacet de classe Cl et z0 & [y]. L'objectif de cet exercice 
est d'établir que x(; zo) est un entier (appelé indice de z0 par rapport au lacet 
y) en démontrant que exp(2ri x(7; zo)) = 1 ; posons 


nD= [ A à; 


alors h'(t) = y/(t}/(y(t) — 20) et A(b) = 27i x (7: 20). Si 
g(t) = exp(—h(t)) : (»(#) — 20), 


vérifier que g'(t) = 0, a <t < b ; en conclure que g(t) = g(a) = y(a) — zo d’où 
y) — 20 = UE) {y(a) — 2}, a < t < b et e*Ù) = 1 car y(a) = Y(b). Ainsi, 
x(Y; zo) est un entier. 


REMARQUES. Il est facile de généraliser le résultat au cas où y est un la- 
cet C1 par morceaux en poursuivant le raisonnement donné ci-dessus. Géo- 
métriquement, x(+; z0) mesure le nombre de fois (compté positivement pour 
un parcours positif et négativement pour un parcours négatif) que le lacet 7 
tourne autour du point 20 ; en anglais, x s'appelle le « winding number», en 
allemand « Umlaufzahl». Le nombre y peut être utilisé pour étudier les pro- 
blèmes de topologie dans R?. L'exercice 3, avec f = 1, est un exemple de cette 
signification géométrique. 

Noter que z0 — X(Y; 20) est une fonction holomorphe, donc continue, dans 
9 = C\ [7] (prop. 3.4.6) ; puisque les valeurs de x sont des entiers, x est cons- 
tante sur chaque composante connexe de 2 ; étant donnée que lim;] 00 X(Y:; 20) 
= 0, on voit que x(7; z0) = 0 si 20 est dans la composante connexe non bornée 


de 2 


Avec un peu plus d'effort, on peut définir x(7;zo) pour tout lacet 7 
(seulement continu) avec 20 & [7] (8 7.8.2). 


L'exercice 40 montre aussi le danger d’une utilisation irréfléchie de la 
fonction In ; ainsi, 


donne y(7; z0) = 1/(27i){ In(+(b) — zo) —In(+(a) — zo)} = 0! En fait, x(+; z0) 
mesure justement la variation de l’argument de y(t) lorsque t va de a à b. 
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3.9 COMMENTAIRES SUR LES FORMULES DE CAUCHY 


3.9.1 Généralisation des formules intégrales 


On a vu dans (3.10) qu’une intégrale complexe 1F f(2) dz correspond à 
deux intégrales réelles 


[eur - var), Jour +udr) 


des 1-formes différentielles u dx — v dy, v dr +u dy intégrées le long du chemin y 
dans R° ; si f est holomorphe, ces formes différentielles sont fermées, ce qui veut 
dire exactement que u et v satisfont aux équations de Cauchy-Riemann (pour 
la terminologie touchant aux formes différentielles, se reporter au chapitre 7 
(vol. 1). Ainsi, mise à part une question technique (réglée par le théorème 
de Goursat, sect. 3.5) concernant l'appartenance à la classe C1 des uw et v, le 
théorème de Cauchy est un cas particulier de la théorie des 1-formes fermées 
(de classe Ci) dans des parties ouvertes de R?. Nous indiquons ici comment les 
théorèmes valables pour les 1-formes fermées donnent les résultats au sujet de 
1 f(2) dz pour f holomorphe ; les théorèmes sur les 1-formes cités sont valables 


dans RV, mais nous les donnons ici pour R?. 


(1) On sait (vol. 1, prop. 7.10.8) que : 


ani 1 


si 1 et 2 sont deux chemins (ei par morceaux) homotopes (avec extré- 
mités fixes) dans une partie ouverte U de R? où w est une 1-forme fermée 
de classe C1 dans U ; en particulier, si y est un chemin (C1 par morceaux) 
homotope à un lacet ponctuel dans U (on dit alors que y est homotope à 
zéro dans U), on a f,w = 0. 

Les trois versions du théorème de Cauchy données dans la proposition 
3.4.4 sont des conséquences faciles du théorème cité ; elles sont, en fait, des 
cas particuliers dans le sens où les lacets considérés dans la proposition 
3.4.4 sont simples, alors que dans le théorème cité ÿ1, 2 et 7 ne sont pas 
nécessairement simples. 

(2) On sait (Chatterji, vol. 1, prop. 7.10.10) que si U est un domaine simplement 
connexe (c’est-à-dire, tout lacet y dans U est homotope à 0 dans U ) dans 
R?, alors toute 1-forme w de classe C1 dans U est exacte. Ceci entraîne 
immédiatement que dans un domaine simplement connexe U, toute fonction 
f € H(U) possède une primitive dans U ; nous avons démontré ceci pour U 
étoilé ($ 3.5.2) ce qui est un exemple simple mais important d’un domaine 


simplement connexe. 
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(3) Si w est une 1-forme fermée (de classe C!) dans un domaine U C R?, on 
peut définir ke w pour tout chemin 7 (continu, sans être nécessairement ci 
par morceaux) dans U (par exemple 8 7.8.2). Ceci permet la définition de 
1 f(z) dz, f € H(U), pour y un chemin quelconque dans U ; avec f(z) = 
(z — 20) !, U = C \ {20}, on obtient (7; 20) de l'exercice 40 (sect. 3.8) 
définissant l’indice de z0 par rapport à un lacet 7 quelconque (avec 20 & []). 


Pour ces raisons invoquées, plusieurs textes modernes de l’analyse com- 
plexe présentent le théorème et les formules de Cauchy en termes de 


[rca JL dz 
“ Ÿ 


où y est un lacet (souvent Cl par morceaux) non nécessairement simple. 
Comme indication du type de résultat que l’on obtient, donnons un exemple : 
soit f € H(f2), 9 étant un domaine étoilé (ou simplement connexe) ; si 7 est 
un lacet, C1 par morceaux, dans {2 et a € [7], alors 


n! f(z) À 
en de — x(7; a)f( (a), ne N, (3.49) 


où x(y;a) est l’indice de a par rapport à y (Ex 40, sect. 3.8). En effet, il 
suffit d'établir (3.49) pour n = 0; car, pour n > 1, on obtient le résultat à 
partir du cas n = 0 en dérivant par rapport à a, opération justifiée grâce à la 
proposition 3.4.6. 


Posons f 
Fe) — Je) size f\{a} 
f'(a) Sn; 


il est clair que g € H(92) ; puisque !2 est étoilé, 
| (2) de 0 (3.50) 
“ 


car g possède une primitive dans #2 ($ 3.5.2) ; donc, 


nor / [= =xt:0/@ 
% 


271 2-0 2Ti z—a 


ce qui donne (3.49) avec n = 0. 

On voit immédiatement que (3.49) reste vrai sous la seule hypothèse 
(3.50) ; plus précisément, supposons que 7 dans {2 est tel que (3.50) est vé- 
rifiée pour tout g € H({2) (sans que le domaine {? soit nécessairement étoilé 
ou simplement connexe) ; on décrit cette condition en disant que 7 est ana- 
lytiquement homologue à zéro dans f2. On conclut que (3.49) est vérifiée 
pour f € H(92) si y est analytiquement homologue à O0 dans 9 (2 domaine 
quelconque de ©). 
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D’après (1) ci-dessus, (3.49) est vérifiée aussi si + est homotope à 0 dans 
2, car alors (3.50) est valable (autrement dit, si + est homotope à 0 dans 
92, alors y est analytiquement homologue à 0 dans 9). En particulier, (3.49) 
est vérifiée si {2 est simplement connexe ((2) ci-dessus) ou si toute fonction 
g € H(92) possède une primitive dans 9 car, dans ces cas, (3.50) est valable. 


Il est évident que la condition que 7 soit analytiquement homologue à 0 
dans f? est la condition optimale pour la validité de (3.49) ; en effet si, pour un 
g € H(4), (3.50) est en défaut, on aura (3.49) en défaut pour f tel que 


fG)=(z-a)g(2), ze, 
car alors f(a) = 0, mais 


1 (z) 
us Vs 3e dz =. 
Dar 7274 271 


Lo # 10 = 5 


T 


On a vu qu’un lacet +, qui est homotope à 0 dans un domaine f?, est nécessai- 
rement analytiquement homologue à 0 dans {2 ; on peut donner des exemples 
pour montrer que la réciproque n’est pas toujours valable. Ajoutons que l’on dit 
qu’un lacet y est homologue à zéro dans {2 (un domaine de ©) si x(+; a) = 0 
pour tout a € 92° = € \ 2. Si y est Cl par morceaux, il est clair que si + est 
analytiquement homologue à 0 dans {2 (3.50), alors + est homologue à 0 dans 
9 car, pour a € {X, la fonction z+ (z— a) = g(z) est holomorphe dans #2 
et (3.50) entraîne que 


x(7; a) mn Led ae f'otyar 20. 


 . | 2m 


En fait, la réciproque est vraie aussi : si y est homologue à O0 dans un domaine 
f2, alors y est analytiquement homologue à O0 dans 92. Cette affirmation s’ap- 
pelle la version homologique du théorème de Cauchy, la version homoto- 
pique étant celle qui dit que JL f(2) dz = 0 si + est homotope à 0 dans #2 
et f € H(9) (cf. prop. 7.8.5). Une démonstration relativement élémentaire de 
la version homologique du théorème de Cauchy fut donnée par J. D. Dixon 
(Proceeding of the American Mathematical Society, vol. 29, 1971) et elle est 
présentée maintenant dans plusieurs textes ([6, p. 229], [32, p. 219]). 

Les versions homologiques et homotopiques du théorème de Cauchy sont 
intéressantes du point de vue de l’étude de la topologie des domaines dans C ; 
dans (31, vol. IT, chap. 14], on trouve une explication élémentaire mais com- 
plète de la relation entre ces versions du théorèmes de Cauchy et de la notion 
topologique des «trous» dans un domaine. 

Pour l’étude analytique des fonctions holomorphes dans €, les versions 
du théorème de Cauchy données dans la proposition 3.4.4 sont amplement 
suffisantes ; en fait, dans la suite, les seuls lacets utilisés pour l'intégration 
seront ceux formés par des cercles et des rectangles. 
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3.9.2 Remarques historiques 


Le calcul des intégrales en utilisant les nombres complexes apparaît déjà 
dans les travaux d’'Euler (voir l’article de Verley sur «Les fonctions analy- 
tiques» dans [14, chap. IV]) à partir de 1776 où l’on voit aussi les équations 
que nous appelons celles de Cauchy-Riemann. Laplace vers la même époque et 
Poisson un peu plus tard (1820) utilisent ces calculs des intégrales en se servant 
des nombres complexes ; on sait que Gauss possédait une version du théorème 
de Cauchy aux environs de 1811. Cauchy, sans avoir présenté «une vue glo- 
bale de sa théorie», a publié de nombreux articles et notes sur la théorie des 
fonctions complexes pendant une période de plus de trente ans (1814-1847); 
son article de 1814 donne le théorème associé à son nom pour un rectangle en 
utilisant essentiellement le théorème de Green (sans le nommer, bien entendu, 
car les théorèmes de Green datent d’environ 1828 et n’ont été généralement 
connus que bien plus tard) ; la formule de Cauchy apparaît dans un article de 
1831 (Lindelôf [26, p. 9] dit qu’il «marque un des plus grands progrès qui aient 
jamais été réalisés dans l’Analyse »). Cauchy a fait d'innombrables applications 
de sa formule ; nous en verrons quelques-unes dans la suite. 


Pour des références plus précises et ponctuelles, on peut consulter les 
deux volumes de [31] qui sont parsemés d'indications historiques pertinentes et 
intéressantes. 


Il est bien évident qu’autour de 1850 la théorie des fonctions holomorphes 
(cette terminologie est introduite un peu plus tard) a pris une place éminente 
dans l’enseignement et la recherche mathématique ; la théorie des «fonctions 
elliptiques », très active depuis les travaux des mathématiciens du XVHII* siècle, 
prend un nouvel essor dans les recherches d’Abel et de Jacobi (1827-1828) 
qui les placent dans le domaine complexe. La thèse de Riemann (1851) et les 
travaux de Liouville sur les «fonctions doublement périodiques» exigent une 
construction systématique de la «théorie des fonctions » qui devient peu à peu 
synonyme de l’étude des fonctions holomorphes. Cette terminologie a été sug- 
gérée dans le premier traité sur ce sujet rédigé par Briot et Bouquet (« Théorie 
des fonctions doublement périodiques », 1859, deuxième édition 1875) où (en 
1875) ils proposent de remplacer le mot «synectique» de Cauchy par le mot 
holomorphe que nous utilisons toujours. Les mathématiciens de langue alle- 
mande semblent avoir préféré le terme « analytique » au lieu de «holomorphe » 
jusqu’à assez récemment, les cours de Weierstrass ayant joué un rôle prééminent 
dans la diffusion de la théorie dans le monde entier à partir des années 1860. 
Une version du cours de Weierstrass (Einleitung in die Theorie der analyti- 
schen Funktionen) à Berlin en 1878 (basée sur les notes de Hurwitz) est encore 
facilement accessible dans les librairies et les bibliothèques (rééditée récemment 
par Vieweg en 1988). 

Cauchy, Riemann et Weierstrass sont les trois figures centrales dans 
l’histoire du développement de l’analyse complexe au XIX* siècle ; d'habitude, 
on dit que la théorie proposée par Cauchy est analytique, celle de Riemann, 
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géométrique, et la théorie développée par Weierstrass, algébrique ; cette der- 
nière, étant basée en grande partie sur la théorie des séries entières (en une ou 
plusieurs variables complexes), est traitée rigoureusement par les règles algé- 
briques établies pour leurs manipulations. En ce qui concerne Riemann, nous 
rencontrerons quelques-unes de ses idées avec plus de précisions dans la suite. Il 
faut ajouter ici, bien entendu, que les théories développées par ces trois mathé- 
maticiens (et par leurs nombreux contemporains éminents) forment une unité et 
qu’il serait aujourd’hui insensé de suivre une seule de ces théories à l’exclusion 
des autres. 


Un article de Goursat (de 1900) a clarifié la définition des fonctions 
holomorphes (c’est-à-dire analytiques) en montrant que la seule existence de 
leur dérivée dans une partie ouverte de € entraîne leur continuité. On peut 
contester l’utilité pratique du théorème de Goursat, mais il est indéniable qu’il 
rend la théorie des fonctions holomorphes encore plus esthétique et surprenante. 
Goursat avait utilisé les rectangles (au lieu de nos triangles) dans la proposi- 
tion 3.5.1; un avantage pédagogique de la méthode de Goursat est que l’on 
peut complètement éviter une utilisation quelconque du théorème de Green ; 
nous ne l’avons pas fait car le théorème de Green forme la partie intégrante 
de notre cours et son usage rend la validité des différentes formes du théorème 
de Cauchy et de la formule de Cauchy presque évidentes. Pringsheim (qui a 
popularisé l’usage des chemins triangulaires) dans son monumental traité de 
plus de 1200 pages ( Vorlesungen über Funktionenlehre, 1925-1932) développe 
presque toute la théorie sans aucun usage des intégrales complexes (il travaille 
avec une moyenne qui est, en fait, une intégrale sur le cercle unité) et introduit 
l'intégrale complexe dans notre sens seulement autour de la page 1 100 de son 
traité ! Il démontre ainsi que les intégrales (de Cauchy et de Green) ne sont pas 
nécessaires pour l’analyse complexe, mais je doute fort que cette démonstration 
puisse enthousiasmer beaucoup de lecteurs aujourd’hui ; néanmoins, le traité de 
Pringsheim contient énormément de choses que l’on trouve difficilement ailleurs 
et sa présentation est d’une rigueur sans faille. 


Dans les présentations classiques de l’analyse complexe (grosso modo, 
celles qui datent d’avant 1945), les aspects topologiques de la théorie sont res- 
tés mal éclairés ; ainsi, la définition d’un domaine simplement connexe est sou- 
vent présenté de manière insatisfaisante. Il est vrai que l’on peut éviter cette 
définition (comme nous l’avons fait jusqu’à maintenant, sauf pour quelques re- 
marques éparses) en la remplaçant par la notion des domaines tels que toute 
fonction holomorphe possède une primitive dans ceux-ci ; en faisant ainsi, on 
ne perd aucun des domaines simplement connexes (car les deux classes de do- 
maines sont identiques) et on peut faire un exposé parfaitement rigoureux sans 
sacrifier les applications importantes (sect. 7.8). 

La situation a changé radicalement depuis le cours de E. Artin : On the 
theory of complex functions, Notre-Dame Math. Lecture, n° 4, 1944 ; voir The 
collected papers of Emil Artin, Addison-Wesley, 1965. Dans un exposé de dix 
pages approximativement, Artin présente la version homologique du théorème 
de Cauchy basée sur la notion d’indice d’un point par rapport à un lacet 
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(x(7; z0) Ex. 40, sect. 3.8). Cette présentation a ouvert la voie à l'introduction 
des considérations algébriques, précises et élémentaires de la topologie dans 
l'analyse complexe ; le premier texte introductif, suivant la voie d’Artin, est 
celui de Ahlfors ([1], première édition 1953). A présent, il y a plusieurs autres 
mathématiciens qui sont allés plus loin encore dans cette direction ([8], [12], 
[27], [31], [32]). Comme cela a été indiqué, notre livre évitera toute question de 
topologie algébrique, sauf en guise de commentaires. 


CHAPITRE 4 


Théorème des résidus 
et ses applications 


4.1 INTRODUCTION 


Le théorème des résidus est une conséquence directe de la formule de 
Cauchy ; il permet le calcul efficace de nombreuses intégrales et séries. Dans 
les sections 4.3, 4.4 et 4.5, nous donnons quelques exemples. La section 4.6 
contient une application théorique que l’on nomme le principe de l’argument ; 
une conséquence de ce principe est le théorème de Rouché qui est très utile 
pour l’étude des racines de certaines équations. 
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Rappelons qu’un contour 7, associé à un domaine (dit simple) D, est un 
lacet simple, C1! par morceaux, positivement orienté, qui trace Fr D (8 3.4.3). 


4.2.1 Proposition (théorème des résidus) 


Soit y un contour associé à un domaîne D ; soit {21,..., 2n} = Fun 
ensemble fini contenu dans D ; si f est holomorphe dans une partie ouverte 
contenant D \ F, alors 


[ra = (2ri) Ÿ_Res(f; 25). (4.1) 
Ÿ j=1 
DÉMONSTRATION 


Soit p > 0 tel que |z; — z4| > p dès que j £ k et tel que 215% 01e 
j=1,...,n; soit y; le cercle de centre z; et de rayon p, orienté positivement. 
D'après le théorème de Cauchy (prop. 3.4.4(ïii)) on obtient 


HOLD 1(e)dz: 
. 


j=1 V5 
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72 
u Ÿ 
73 
Fig. 4.1 

D’après (3.24), 

JL He) (Or) Rest) 

Vi 

d’où (4.1) est une conséquence immédiate. + 


4.2.2 Conventions 


Si À est une partie non vide quelconque de €, nous dirons que f est 
holomorphe sur À s’il existe une partie ouverte U contenant À telle que f 
est, en fait, holomorphe dans U. Avec cette convention, le théorème des résidus 
peut être présenté comme suit : y, D et F étant comme dans la proposition 
4.2.1, si f est holomorphe sur D \ F, alors on a (4.1). Bien entendu, si f est 
holomorphe à certains des points z;, Res(f; z;) = 0 pour ces z;. 

Nous utilisons notre convention pour formuler les phrases du type « f est 
holomorphe au point a» ; ceci veut dire que f est holomorphe dans une partie 
ouverte contenant a ou, ce qui est équivalent, que f est holomorphe dans un 
disque ouvert B(a;r). 

Il sera commode d’utiliser les phrases du type «In z est holomorphe dans 


Re z > O» ou d'écrire 
ë 
R 1) æ=i 
es ( ) 


au lieu d’écrire «la fonction z + Inz est holomorphe dans {z : Rez > 0}» 
ou encore Res(f;1) = 1 où f(z) = z/(1 — z), en faisant toujours attention 
qu'aucune ambiguïté n’en résulte. 


4.3 CALCUL DES INTÉGRALES 


Dans cette section, nous démontrons comment on peut utiliser le théo- 
rème des résidus pour calculer diverses intégrales réelles. 
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27 
4.3.1 Intégrales du type R(cos 8, sin 8) d8 
0 


En principe, R peut être une fonction assez générale mais c’est dans le 
cas où À est une fonction rationnelle que l’on utilise cette méthode le plus 
souvent ; supposons donc, pour fixer les idées, que 


an RE 


où P, Q sont des expressions polynomiales en a et b. Si + est le cercle unité, 
|2| = 1, orienté positivement, alors on vérifie que 


R -. ni ue 
2 21 1Z 


27 
R(cos 6, sin 0) d8 = | 


0 7 


en posant y(4) = eŸ, 0 < 8 < 2r. Posons 


il D 
2)= —R| —— , ———— |); 4.2 
fe ER(EE, EE), 2) 
si À est une expression rationnelle, f sera une fonction rationnelle de z : 
p(z) 
f(z) = 
q(z) 
où p et q sont deux polynômes sans facteur commun. Si {21,..., 2} sont les 


zéros de q dans le disque unité ouvert |z| < 1 et si g(z) # 0 pour |[2| = 1, alors 
on peut appliquer le théorème des résidus ; on aura 


27 
1) R(cos 6, sin 0) d8 = 2ri 5 RE 
0 = 

On voit bien que ce résultat reste valable dès que la fonction f obtenue de R 
dans (4.2) est telle que le théorème des résidus est applicable sur f ; il suffit 
pour cela que f soit holomorphe dans une partie ouverte contenant D\ F où 
D = {2:12 <1}et F est un ensemble fini continu dans D ; ces conditions 
sont remplies si f est une fonction rationnelle n’ayant pas de singularité sur le 
cercle unité |z| = 1. 

Il est clair, par ailleurs, que si f de (4.2) possède une singularité sur le 
cercle unité, l’existence de l’intégrale réelle du départ n’est pas assurée d’avance. 

Voici un exemple qui illustre la méthode indiquée ; calculons 


a sin? 0 


——, dû 
J_x 1—2acos8 + a? 


Ho 
où a peut être un nombre complexe ; on peut supposer que a # 0 car, si a = O, 
on a directement . 
I(0) = | sin? 0 d8= 7. 


=: 
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Le fait que l'intégrale pour J(a) soit prise sur [—x, x] ne change rien car, la 
fonction à intégrer étant de période 27, la valeur de l'intégrale est la même pour 
tout intervalle d'intégration de longueur 2x. Dans notre exemple, la fonction f 
de (4.2) est donnée par 


DU ]|a) 
I(a) = 2ri{Res(f;0) + Res(f;a)} . 


Sale, 


2. Res(:0) LE (2 :) } 


Notons qu a et 1/a sont les pôles simples de f et 


Res(fia) = 7 (a *—1) = lim(z— a)f(2) 
Re(fi)=iG-a = im, (2-2) 0). 


Le point z = 0 est un pôle double pour f ; on aura 


Res(f:0) = 2 9/(0) = (a? + 1) 


où 


Après calcul, on obtient 


T si [al < 1 
il = 
© Le si [al > 1. 


On obtient I(+1) = 7, soit par un calcul direct, soit en observant que dans ces 
cas on à 


EC) 
: n Sia =] 
— 
Hi ) i (z _ 1ne | 
7 2 Si a = —]1. 
Par contre, si [a] = 1, a 5 +1, la méthode n'est pas applicable car alors 


f possède des singularités sur le cercle unité. En fait, si a = et, 4 £ 0, 


dE ]-x,rT{, 
til 
pt 
ri 


sin? 4 


1 — 2a cos 0 + a2 = 
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En effet, on vérifie que 
1 — 2a cos 8 + a? = (6 — q)(e—#? — a) 


d’où, pour € > 0 assez petit, on aura 


00+E 
1>e| ee 
= = 


où c>0,e > 0 sont choisis comme suit : puisque 


e°0 e e’0o 


il existe € > 0 tel que | 
ECS 15 


pour | — 8] < € avec 0 # [do —-E€, d0+E]C ]-r,7[ ; aussi 
[ait : eo | e 
et 
in sin? 8 = 4c > 0: 
8€[80—E,80+€] 


donc 
sin? 0 dc C 


EE _ . 
[1 — 2acos0 + a?| © 4-|8 —680| [8 —- 6 


siô E[do-Ee,800+E|. 


OO 
4.3.2 Intégrales du type / F(zide 
1e, 91 


Supposons que f soit holomorphe dans une partie ouverte contenant 
1: Im 0) \ (2. 2) 


avec Imz; > 0, 1 < j < n. Soit yr, R > 0, le lacet formé du segment réel 
[—R, R] suivi du demi-cercle 6R de centre 0 et de rayon À qui va de R à —R; 
supposons que R > max; |z;| ; d’après le théorème des résidus, on aura 


u f(2)dz = [rw +4). f(2) dz 


Ur) Rete). 


j=1 


Supposons que 


lim Î Gide D: (4.4) 


R—00o 
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Alors, on aura de (4.3) 


R— co 


lim . fa)dr = 27 112 : (4.5) 
_R ar 


= 0 R 1 


Fig. 4.2 


Notons que sous les hypothèses faites sur f et sous la condition (4.4), 
(4.5) affirme que la limite dans le membre de gauche existe ; dorénavant, nous 
convenons d’écrire 


Le R 
! f(x)dz pour lim 1 JÉ)dr 
= R—co J_R 
en ajoutant, si nécessaire, que l'intégrale est prise dans le sens de Cauchy (on 
dit aussi que c’est la valeur principale de Cauchy). Si a) AT C0; 
on dit que l’intégrale est absolument convergente. 

En utilisant les conventions terminologiques des paragraphes 3.3.5 et 
4.2.2, on peut exprimer les hypothèses sur f comme suit : f est holomorphe sur 
le demi-plan fermé Im z > 0 à l’exception de l’ensemble fini F = {24,..., 2n}. 

Notons que le résultat (4.5) peut être obtenu sous d’autres hypothèses ; 
on peut supposer la validité de (4.4) pour une autre famille de chemin 6p qui, 
juxtaposés au segment [—R, R], forment des lacets simples tels que f soit 
toujours holomorphe dans les domaines associés à l’exception d’un ensemble 
Fe 

En ce qui concerne (4.4), cette condition est certainement remplie si 


lim {re sup jure} = À). (4.6) 


R—00 OSIST 


En effet, selon l’inégalité principale (3.3) (8 3.3.2), 


<7rR sup \f(Re“t)| — O0 (R — co) 
OLIST 


(2) dz 
ôR 


sous la condition (4.6). 
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La condition (4.6) est vérifiée si f est une fonction rationnelle F0, P 
et Q deux polynômes de degrés m et n respectivement, tels que Q(z) £0,zEeR 
etn —m > 2. En effet, si 


P(2) = a0+::+am2", Q(z) = bo ++ bn" 
(am #0, bn É0)etiz=R>Ii,ona 
[P(2)| < laol + ail R + --: + |amlR® < A: R® 
où À = jag| +---+lam] et 
(QG) 2 nl +218 DR BA 2 (bn — À) 


où B = [bo| +--:+{bn-1l ; si R est grand, [b:| — B/R > (1/2) [bal ; donc 


ARM+I 
ROIS & 


Be Ace 


car n > m + 1, ce qui donne (4.6). Notons que n — m > 2 entraîne aussi 
OO 
pi | f(x)| dx < oo 
00 


car alors f(x) £ constante |r[-(-") pour [x| suffisamment grand. 
La condition (1.4) et aussi vérifiée si l’on a 


T . 
lim r. | litre) = 0? (4.7) 
R—00 0 
En effet, 
T e : T : 
f(z) del = pl f(Re")R eïti dt <R| |f(Ret)] dt 
ôR 0 0 


ce qui donne que (4.7) entraîne (4.4). 
Voici un exemple pour illustrer (4.5). Soit 


CO 4 
1 
de 7 es (Te 
ONE | 
posons f(x) = (2*+1)/(z6+1) ; selon la discussion précédente, (4.6) est vérifiée, 


donc (4.4) est satisfaite et on peut utiliser la formule (4.5). Les singularités de 
f sont données par les racines de l'équation 2° + 1 = 0 ; donc 


oi 
2j = exp ( _ ir) 1 00 


sont les singularités de f ; une vérification donne que seulement les points 


n=i, 2= ei5T/6 = nu 
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sont dans le demi-plan Imz > O0. Il est facile de voir que les z; sont des pôles 
simples et on obtient 


4 
UN 2 = il ail 
Res(f;2;) = ni (Les) =5 (2x) 
7 


en utilisant la formule (3.27) (8 3.6.7) et cn observant que z 2 — —]1 entraîne 
que Gi — —2;. Donc 
_ ri 2 
= [5 Lu = 295 D Res( 52) rx) 
or _. = 
2 : 
27% . f23+1 is il ÎL 4x 
= Fan 6 r)= us) 3 
He 
dout=27}3. 


[ee (ee) 
4.3.3 Les intégrales Î f(x) cos ar dr, Î f(z)snardr,a€eR 
—00 —00 


Ces intégrales sont importantes dans la théorie des transformées de Fou- 
rier ; en effet, la transformée de Fourier de f est donnée par une intégrale du 


type 
= f(x)e PT dr = [° f(x) cos pr dx if” f(x) sin pr dr. 
En posant 
g(z) = f(2) 7 


on utilise la méthode du paragraphe 4.3.2 pour calculer Es g(x) dx, ce qui 
donne les intégrales voulues. On suppose alors que f est holomorphe sur le 
demi-plan fermé Imz > 0 à l'exception d’un ensemble fini F = {21,...,2n} 
contenu dans le demi-plan ouvert Im z > 0 et que 


R—0oo J$ 


lim f(2) ef? az = 0 (4.8) 


où R est comme dans le paragraphe précédent. Alors 
ee . n 
Î Je dr) N Res(g; z;) (4.9) 
— O9 . 
= 


où g(z) = f(z)e7. 


Notons que (4.8) est vérifiée si a > 0 et 


M(R) = ue |f(Reït)| — 0 (R — co) (4.10) 
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En effet, 


Here de 


de See . + 
= pl f(Re!t) exp(iaR ett)R e!ti dt 
0 


ôr 


Li . . 
< vh | f(R e!t)| e-2Rsintp dt 
0 


Lis . 
<M(R)-R. | en dé. 
0 


Nous allons démontrer que 


T . 
lim PR} e PS. (4.11) 
R—0co 0 


En admettant (4.11) on aura, sous la condition (4.10), 


(z)eŸ%2 dz| < M(R)I(aR)a”! — 0 lorsque R — oo 


ôr 
où 


T . 
I(R) =) aie 
0 


ce qui donne (4.8). Pour établir (4.11), on observe d’abord que 


T L x /2 : 
Î e”Rsint dd 2 | eRsint 4: 
0 0 


x /2 : T L 
| eAsint di — ' e-Rsint de 
0 x /2 


Donc 14) =2/7(R) où 


Car 


J(R) =R| Ro 


En posant sint=u,ona 


où p{u) = (1- u2) 1/2 : puisque p(u) > 1,0 < u < 1 et p est croissante dans 
[0,1], on aura 


MED E n | RU co). 
0 
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SD 
€ Îl 
J(R) < pe) | Re Au qu + Î Re7lup(u) du 
0 € 
1 
< p(e)(1 —e À) + Re | p(u) du 
0 
< p{e)(1 —e 7) + Re, 
Donc, 


lim sup J(R) < p(e), liminfJ(R) >1; 
R—00 


R—00 
puisque lim-_,9p(e) = l,ona 


1 <liminfJ(R) < limsup J(R) < 1 
R— 00 R—o 

d’où limp_, J(R) = 1, ce qui prouve (4.11). 

Notons que (4.10) est rempli si f = P/Q, P, Q étant deux polynômes 
de degrés m, n respectivement avec n — m > 1 (avec Q{(x) # 0, x € R). 
La démonstration de ceci est identique à celle pour l'affirmation analogue du 
paragraphe précédent. 

Voici un exemple simple de ce qui précède : on a 


OO era 

Ha) = | - dre tal, a€R. (4.12) 
Puisque Z(a) = Î(-—a), on peut supposer que & > 0, le cas & = O0 étant 
élémentaire ; pour a > 0, (4.10) et donc (4.8) sont vérifiées avec 


D Îl 
2 


Î() 


L’unique singularité de f dans le demi-plan ouvert Im z > 0 est z = à; c'est un 
pôle simple pour g où g(z) = et? /(2? + 1) et 

eiaz e-4 

22 2 


2=1 


Res(g;i) = 


D’après (4.9), on aura (pour & > (0) 
œ 


Ha)= 2ri— =re 
20 


ce qui donne (4.12) pour & € R. La formule (4.12) est équivalente à la formule 
suivante : 


1 cos ax d =. _. 
LE — + 
_o 14 ES ee Ce 
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en effet, 


% sinax 
1 OO 
Sue 


à cause du fait que l’intégrant est une fonction impaire. De (4.13) on obtient 
formellement, en dérivant par rapport à a, 


” sommr 
—; dr =7re * : : 
Î Tee (0 Ce a >0 (4.14) 


Au lieu de justifier la dérivation sous le signe intégrale dans (4.13), on peut 
démontrer (4.14) directement en appliquant (4.9) à 


Z 


AT 


on obtient alors, pour @ > 0, 


For iat a 
nn Cour — 27 ReS(g = Tien 
Le riRes(g;i) = 7 
où g(z) = z/(1+ z2)ef%7, ce qui équivaut à (4.14). 

Noter que l'intégrale dans le membre de gauche de (4.14) est une intégrale 
impropre qui existe pour tout & € R; pour a = 0, c'est banal et il suffit de 
considérer & > 0 ; le cas a < 0 étant alors le résultat immédiat de la formule 


sin ax = —sin(—ax). La formule (4.9) garantit l'existence de 
lim ae 
R—co Le 1+7? 
et donc celle de 
kR , 
x sin ax 
lim ; Sinax dr = 2 lim ren 
Ro J_R1l+7x R—o0 Jp 1+7% 


L'existence de 
R sin ax 
Re. 1 + FA 


peut aussi être établie par une intégration par parties : 


R ysin ax cosak R R cosarz 1— x? 
eo D Pom 2 (2 
DMC COLE EE 0 @  (1+7x?) 
d'où 
l R zsin ax 1e cosar 1-71? 
1m ———— — PE , 
R=co Jo 1+%2? 0 a (1+72) 


l'intégrale du second membre étant absolument convergente. On peut démon- 
trer que l'intégrale dans (4.14) n’est pas absolument convergente. 
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Noter que le résultat de la dérivation formelle par rapport à a dans (4.13) 
donne un résultat exact pour a # 0 mais un résultat faux pour æ = 0 ; (4.14) 
montre également que la fonction de a € R définie par 


D 
T Sin @T Te F a >0 
ar Fr dr= () sia=0 
re sa<0 
est discontinue en a = (0. 


% sin x 


dx 


4.3.4 Calcul de | 


0 T 


Posons f(z) = ef? /z ; on peut alors procéder comme dans le paragraphe 
précédent en faisant une petite modification, exigée par le fait que f possède 
un pôle au point z = 0. Ici, nous prenons le lacet simple (fig. 4.3) suivant le 
segment réel [—R, —e] suivi d’un demi-cercle & de —e à € (dans le demi-plan 
Imz2>0,R3>E > 0) suivi du segment réel [e, R] suivi du demi-cercle yr de 
R à —R (dans le demi-plan Im z > 0) ; puisque f n’a pas de singularité dans 
le domaine intérieur associé à ce lacet, on aura 


—E€ et R et 
n= | — dr + f@a+ | — dr+ / He)dee (4.15) 
—R T ôe € ôr 
On vérifie (soit directement, soit à l’aide de (4.10)) que 


Ain f HAE 0 


et que 


lim f(z) dz = —ir 
Ee—0 6e 


Fig. 4.3 
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En effet, 


T at : 
1 f@a=- | Bee tr 
€ 0 


ceît 
T | 7 
= “| exp(ie e!t) dé —+ —i | dt = —iT 
0 0 


lorsque € — 0 car he(t) = exp(ie et) converge vers 1 lorsque € —+ 0 uniformé- 
ment sur tout intervalle compact de valeurs de t. De (4.15), on obtient 


—E€ et I et 
lim | — d5+ / — (le ? = re 
E—0 7? & e ZT 


R—00 


En prenant les parties imaginaires des deux membres, on obtient 


; sin Z 
lim Œ = 
R—0 je 
d’où 
; R sinx T 
lim = dr ==. (4.16) 
R—o J9 28 2 


Noter que le calcul établit à la fois l’existence de l'intégrale et sa valeur ; ici 
aussi, on peut démontrer que 


Ho MAX 26 2214) 
La formule (4.16) est souvent utilisée sous la forme suivante : posons, 
pour h€ER, R>0, 


Fe HAE 
sh, R) = © | Le TAN d(h,R)= À | mn 
0 0 


T z T x? 
Alors, 
sup [s(R, R)| < 00 
hER, R>0 
et 
1 si h>0 
lim s(h,R) = { sih=0 (4.17) 
ie 1] sih<O 


la convergence étant uniforme pour |h| > 6 > 0 (6 firé). De plus, 


07 
hmaetr, Re 2 Re dr =lh|, hkER. (4.18) 
0 


R—0co T 
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En effet, pour h > O, 


(4.19) 
2h fhRsinr 2 1—-coshR 

en es eee 
0 T "10 R 


en faisant une intégration par parties sur l’intégrale pour c(h,R) ; de plus, on 
a c(h, À) 0, 


s(—-h,R) = -s(h,R), c(-h,R)= c(h,R). 


De (4.16), on a 


donc 


sup [s(R, R)| = Ah 00) 
RkRER,R>0 


et (4.17), (4.18) s’obtiennent directement à partir de (4.16) et (4.19). 


4.3.5 Intégrales obtenues à partir de l’intégration de e7° 


Soit f(z) = e * . En intégrant f sur différents contours et en utilisant la 
formule connue 


f fo)é = Ve, 


nous établissons les formules suivantes : 


CE RO D 
En Dcos2rede— rent rt. (4.20) 
—00 
O0 
À exp(—t? cos 28) cos(t? sin 28) dt = Eu cos Ü (421) 
0 
(ee) 
| exp(—t? cos 28) sin(t? sin 28) dt = e sin (4.22) 
0 


où 0< 6 < 7/4. 

Pour obtenir (4.20), nous intégrons f sur le lacet rectangulaire formé des 
quatre segments [—R, R],[R, R+iu],[R+iu, -R+iu]et[-R+iu, -R] 
avec À, u > 0. 
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Fig. 4.4 


Puisque f est holomorphe partout, l’intégrale de f sur ce lacet est nulle d’où 


R u R u 
0= | tar+ | fR+ipiar- | f@+inar- | Fer 
ce qui donne 
R R 
| f@dr+n =] f(x +iu) dx + D 
—# ? 


avec 


n= | sR+iat, B= | fCR+iiar. 


Puisque 
pa MS « 
n< fe Ci fe HORS — 2. 
0 0 
on à 1 et Z2 qui tendent vers 0 lorsque À — + ; donc 


R—00 


R R 
lim | f(x + iu) dx = im | cé 
=? 00 JR 


ce qui donne 
Fe —2?+u? es 
e (cos 2ux — à sin 2ux) dr = VT 
00 


d’où (4.20). 

Pour obtenir (4.21) et (4.22), nous intégrons f sur un lacet simple formé 
du segment réel [0, R] (R > 0) suivi de l’arc d’un cercle de rayon R entre les 
angles 0 et 8 (0 < 8 < x/4) suivi du segment [Re , 0]. 


Fig. 4.5 
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De nouveau, on à 


0 R _— 
0 = | , f(x) dx + j f(Reït)R etti dt — Î f(r et?) ef? ar. (4.23) 


Posons : 
I = ! f(Reft)R ets dt : 
0 
notons que 
0 
II] &R exp(—R? cos 2t) dt 
0 
x/4 R fr/2 
< r| exp(—R? cos 2t) dt = = 1 exp(—R? cos s) ds 
0 s 0 
et 


z/2 x/2 : 
Î exp(—R? cos s) ds = J exp(—R”sint)dt. 
0 0 


Posons (8 4.3.3) ; 
7/2 
JR) = R| exp(—Rsint)dt 
0 


et nous obtenons 


Il < i [Te (—R? sint) dt L J(R?) = 0 
— _ n = — —_— 
oi 2R 
lorsque À — oo car J(R?) — 1 (R — œ). Donc, en faisant R — © dans (4.23), 
on obtient 7 
. . OO 
lim (r et?) et0 dr = | eT dr = ve : 
R—0c J9 0 2 
c’est-à-dire 
Un T 19 
(re) dr = —e *”. (4.24) 
0 Î 
Notons que 


f(r ef?) = er” cos 29 { cos(r? cos 28) — isin(r? sin 28)} ; 


en égalant les parties réelles et imaginaires des deux membres dans (4.24), on 
obtient (4.21) et (4.22). Rermarquons que pour 8 = 0, (4.21) ne donne rien de 
nouveau et que (4.22) devient banal ; pour 0 < 8 < 7/4, les intégrales dans 
(4.21) et (4.22) sont absolument convergentes ; pour 8 = x/4, on obtient deux 
intégrales impropres convergentes donnant les formules intéressantes suivantes : 


O0 V7 OO V7 
cos t? dt = Ÿ—— : JL sint? dt = Ÿ—, 4.25 
[ 2V2” Jo 2V2 (EE 
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Observons que dans (4.25), on a des fonctions continues t + cost?, t + sint? 
qui ne tendent pas vers 0 lorsque t — oo mais dont les intégrales sont néanmoins 
convergentes (mais non absolument ; il existe aussi des fonctions continues t + 
p(t) > 0 telles que f}” p(t) dt < oo sans que p(t) — 0, t — co). Le changement 
de variables t? = u donne les valeurs de deux autres intégrales impropres (non 
absolument convergentes) : 


% cosu _. VT [ sinu | VT 
= ne De. 
o vu V2” Jo Vu 7 

La formule (4.20) donne la transformée de Fourier de f pour f(x) = et”, 
1 ES 


COMM TR 00 >  : 
Î e"e#ar= | e *? cosprdr =V/re P/*, per, 


— OO — OO 
car 
Li 2 
[l e * sinpr dr = 0. 


00 


Une formule plus symétrique et utile dans la théorie des probabilités se déduit 
immédiatement de ce qui précède : 


27/2 pr qx = eP°/? , pER. 


il O0 
= — e 
V 27 Le 
O0 
4.3.6 Intégrales du type | 2% lo(x) dx 
0 


Nous donnons deux méthodes pour calculer ces intégrales, chacune illus- 
trée par un exemple concret. 


Prenons le cas de (x) = (1 + x) : pour que l'intégrale réelle 
oo ,.a—1l 
| = dx 
0 1+x 
existe, il faut supposer que 0 < a < 1 car alors 
l -@=i 69 œil 
| È dr Ce j = dx < co 
0 1 ar 4% îl Îl SE dE 


(noter que z2-1(1 + x)" > 0 sir > 0) à cause du fait que 


a—1 a—1 
= oo 0). 


mx ?T8 (x — co) 
eoxe 


1+x 


etquea—-1>-1,2-a>l. 
La transformation x = et donne 


oo ,a—1l ee) at 
Î : a = | — 8. 
0 1+x ne 
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Posons f(z) = e*?/(1+e?) ; nous intégrons f sur le lacet rectangulaire yr formé 
des quatre segments [R, R+2ri], [R+2mi, -R+2ri],[—-R+2ri, -R]et 
(ER Ae REC 


Fig. 4.6 


La seule singularité de f dans le domaine rectangulaire associé à 7 est 
un pôle simple z = ir ; donc 


ai 


— Die. 


(Adi 7rRes(} 7) 227 


iT 
YA € 


Par ailleurs, 


R ax R  Qa(z+2ri) 
a @s | En —— dr +1 + 


. R ea 
= (er) f dr + + 
—R 


l+ef 
où 
, 27 Qa(R+iy) - : 27 ÇQa(—-R+iy) | 
en | 0 
De plus, 
ecR 
Hi<27—— —0 (R—00) 
car a < l,et 
e_4R 
HBI<2r———% — 0 (R— 0) 


car & > 0. On obtient ainsi 


, R az « 
RE Î de = —27i ent 
Ro J_R l+e 


d’où 


M —)2mi er! T 
le 1 — e‘art Sin aT 
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ce qui donne 


oo pal T 
fl ire Da Ir (4.26) 
Dur sin ar 


La méthode précédente évite la considération de z4=1 dont la détermination 
principale n’est pas holomorphe sur R-. Voici une autre voie qui utilise la dé- 
termination suivante (a peut être quelconque, mais ici nous fixons 0 < a < 1): 


2071 = exp {(a—1)(Inlzl+i8)}, 0<80<2r, (4.27) 


si z = |2|e®. Cette détermination de 2471 définit une fonction holomorphe 
dans C\R+,R; ={2€eR:z2> 0}; elle n’est pas la détermination principale 
mais elle donne pour z = x > 0 la valeur réelle x®”1 = exp{(a —1)1nx). Pour 
la détermination (4.27), on a 


lim (x + ie)" = io lim (x — HE _ à exp(2rai) (4.28) 
e>0 e>0 


la convergence étant uniforme pour x dans un intervalle compact quelconque 
[a, B], 0 < a < B < co. On établit (4.28) en observant que la détermination 
(4.27) est telle que 

(x + = exp{(a — 1)In(x +ie)} 

(x — eh = exp {(a —1)(In(x + ie) + 2xi)} 


pour æ > 0,e > 0, avec In la détermination principale du logarithme. Posons 
maintenant 


avec 2471 défini par (4.27) ; nous intégrons f sur le lacet simple 7 = 1 V 92 V 
73 V 74 où : | 

° 1 est le segment [r'+ie, R'+ie], 

° 2 est le cercle de rayon À, centré en 0, de R'+ie à R' — ie, 

° 3 est le segment [R' —ie, r' —ie], 

° 4 est le cercle de rayon r, centré en 0, de r' — ie à r'+ie; 


avec0O<e<r<i<R,r'=Vvr?-eet R'= VR?-e!. 


Notons que 7 dépend de €, r, R et que f possède une seule singularité 
dans le domaine associé à y au point z = —1; c’est un pôle simple et 


Res f; — 1) = exp(ir(a _ 1)) — _eiTa 
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Fig. 4.7 


en utilisant la détermination de ii donnée par (4.27). Donc 


par ailleurs, 


Nous démontrons que 


lim im / Hd = 0 Mint im / Hd = 0 
T—0 e—0 4 R y2 


R ze" 1 
lim Hire k de 
e—0 A = 
. a—1 
lim | f(z)dz = ec | = de 
e—0 J3 mir 


d’où on aura 


ce qui donne de nouveau (4.26). 


(4.29) 


(4.30) 


(4.31) 
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Pour (4.29), on a les estimations 


f(2) dzl < 27r = y À — 0 (r—0) 
ya l—r l—r 
Ra-1 a 
dz| <27R = 2 
Me) 2 TR — re (R — oo) 


CHNUENGEPS PE O0 400) on 


| 


La (x +ie R ça—1 
dr — =————— d 
[10 “ j Irc 1 | ed CD 


et pour (4.31) 


ne nn) . rR ,a-1 
| CZ) da = - | Jde La dr — si = dr (e — 0) 
73 T T 


! l+x—ie 


en utilisant (4.28). 


La seconde méthode pour obtenir (4.26) est peut-être plus longue que 
la première mais elle est plus instructive, car elle montre les précautions à 
prendre lorsque l’on manipule les fonctions telles que z® ou In z (Ex. 15, 8 4.3.7). 
L'exercice 10 (8 4.3.7) donne une troisième méthode pour calculer (4.26). 


Les exercices 1-10 qui suivent, servent à illustrer les méthodes données 
dans cette section, basées sur le théorème des résidus ; certaines intégrales 
concernées peuvent être calculées par d’autres méthodes, peut-être plus labo- 
rieuses. Ainsi, pour l’exercice 1, on a une primitive F' pour la fonction f donnée 
par f(x) = (a +bsin Me zER; Fest définie dans R par les formules 


2 atg(x/2) + b 
F)= = arcte (SRE), TT TENTE, 
avec 
Re Fe en Fr +27) = f(x), TC R. 


Va? RD” Va? =D” 

Noter que l’expression explicite pour Fest valable seulement pour ]—7 |, F 
étant définie ailleurs dans R par continuité et 27-périodicité (car f est continue 
et 2r-périodique dans R). Pour obtenir F' (ainsi que pour obtenir les primitives 
d’une fonction quelconque de la forme R(cos x, sin x)), on utilise la substitution 
t = tg(x/2) ; nous n’utiliserons pas cette méthode. 
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4.3.7 Exercices 


Vérifier 
nu = se > Ni) 
ee — ; 
o a+bsnr Va? 1h 


Vérifier 


Meniier 
27 7 
cos“ x dr 
ER 
0 @+cosx a? —1 


[4] Vérifier 


Vérifier 


1 x? dx LT ie 
PTE 0 pie or 
[6] Vérifier 

(ce DE 15 Cr 0) 
l dx L T n (2a) D 
_ (a+bx2)" CT 

Vab 
avec a > DOet b> 0. 
Vérifier 

[° (x +1)sin 2x __TCos2 

Lo T+2r +02 7 ee : 


Vérifier 
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[9] Vérifier 

nn) > Duo: 
Etablir que 

D 0. 3. 


en intégrant f(z) = 2*(1+ 2) sur 7 = 1 V y V y3 V ya où y1 est le segment 
réel [r, R] (0 < r < R), y2 est le quart de cercle (centré en zéro) de R à üR, 
73 est le segment [1R, ir] et 74 est le quart de cercle (centré en zéro) de ir à 


Tr (2% étant la détermination principale) ; si 1; = fe f(z) dz, voir que 12 — 0 


lorsque R — æ et 14 — 0 lorsque r — 0 ; de plus, {3 = —i%+t1]J,. En déduire 
que 
rie r/B 
— dr = ———— |, >0,-1<a<fB-li, 
il 1 + xô sin((a + 1)r/B) . È 


en faisant la substitution y = xh/A, 


Vérifier 


me ; 
> es Te sul 
I, = —, dû = 
n(a) 3 1 — 2a cos 0 + a? TOR 
6 
a“ — 1 
où n = 0,1,2,..., a € R. Un procédé plus simple que celui du paragraphe 


4.3.1 est d'observer que 
1 — 2a cos 0 + a? = (a — e{P)(a —e *?) 


et que 


où y(8) = eŸ, -x < 0 < 7 ; utiliser ensuite la formule de Cauchy. 
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Vérifier 


Cl sinn 
a) = | a dy 


_r 1- 2asiny + a? 


0 Sin — 2 
=; 9. 2e3eil 
ON sin =2k+1,l|a| <1 
= — & 
C0 
ADS sin=2k+1,l|al >1 
me —= 1 
oùn=0,1,2,...,a€ R. Le procédé similaire à celui de l'exercice 11 consiste 


à calculer 


. T en? dy = | 27 dz 
n(a)= [ (a-+ie)(a—ie-#?)  J,(a+iz)(a — iz 1) iz 


où 7 est le cercle unité comme dans l’exercice 11 ; comme résultat complémen- 
taire, on obtient aussi automatiquement 


0 sin=2k+1 


= T PEAR sin = 2k, lal < 1 
Eta)= | D  ) in [al 


_, 1 — 2asing + a? 
T _41k, —(2k) 
2 1 
CRE" sun — 2h al 
Go il 


Vérifier que, pour a € R*, 


K . o 
ri ctg(o + a) di = {7 si a > 0 
0 


îT si a < 0. 


D’après l'exercice 30 (sect. 3.8), il existe une détermination holomorphe g(z) = 
In sin z + 2nrmi (n un entier fixe) pour z dans une bande horizontale centrée en 
Im z = a, a € R*, où sin z est non nul ; noter que g'(z) = ctg z dans cette bande 
de sorte que 1 = g(r +ia) — g(ia), d’où le résultat. 


Vérifier 


= In x __æ?cos ÀT 
0 


——— dr =, 0Ü<À<Ii, 
Col Et) (sin \r)” 


en intégrant f(2) = log 2 EAU + 2)) sur le contour de la figure 4.7, avec les 
déterminations suivantes : si z = |z|e”, 0 < 8 < 2x, 


logz=In|zl+i0, 2\=exp(Alogz). 
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(Noter que Z peut être obtenue directement à partir de 


oO pa—l x 
dt = 
Î eu sin(ar) ? D 


en dérivant les deux membres par rapport à a.) 


Démontrer, en utilisant la seconde méthode du paragraphe 4.3.6, que 


REP 2mi E 
TT (x) dr = —— Res(z271 0 
L des D Res(e lo(e); G) 
si ÿ est une fonction rationnelle dont les pôles (1, ..., 6n sont contenus dans 


C\R;,R,; ={t:t2>0}et vérifiant 


ln CC lim 000 


z—0 |z1—0 


oùaeCet ni = exp{(a—1)(In|z|+10)} si z = |z|e/, 0 < 0 < 2x. 


4.4 FORMULES SOMMATOIRES 


4.4.1 La somme f(m)+::-+ f{n) 


Supposons que f est une fonction qui est holomorphe partout dans € 
sauf pour un nombre fini de singularités constituant au plus un ensemble (fini) 
F disjoint de Z. Posons g(z) = (x ctgxz)f(z) ; la fonction x ctg xz possède un 
pôle simple en chaque point z = v dans Z ayant un résidu 1 : d’après (3.27), 

T COS T2 


Res(r ctgTz; v) = = is 
(Our) x COS TZ lz=v : 


donc 
Res(g;v) = f(v), vez. 


Soit uncontourtelque 
MA(FUZ)=0 


(c'est-à-dire + évite les «singularités» F et Z) et que son domaine associé D 
possède la propriété : 


DZ = mm bi" n).: 


alors, le théorème des résidus donne 


_. Geer2)}(c)de= D f(v) + Sr Res(g; z). (4.32) 


271 + 
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Notons que si les singularités de f sont des pôles simples, alors pour z € F 
Res(g; z) = Jim (w — z)f(w)r ctg rw = p,n ctgnz 
_< 


où p, = Res(f;2). 

La formule (4.32) peut être utilisée pour obtenir les expressions pour 
D vez f(v). Supposons, par exemple, que {yn}, N = 1, 2, ..., est une suite de 
contours comme ” ci-dessus et telle que 


CL Dr 
N>1 


où DN est le domaine associé à 7x, N > 1 ; supposons que 


N—0co 


lim l ete) ed =Ut (4.33) 


alors, on aura 


D J&)=—5S Res(s:z) (4.34) 


veZ zeF 


établissant en même temps que la série du premier membre de (4.34) converge ; 
notons que si Fest formé des pôles simples de f, alors 


5 Res(g:; z) = D PzT CE T2 
z€eF zeF 


où pz = Res(f;2),2€F. 
Pour établir (4.33), il est utile de savoir que 


sup{|ctgrzl: z € SE} < co (4.35) 


où Se = Uhez Bn;e), € étant quelconque dans ]0, 1/2[. Pour justifier (4.35) 
notons que 


ctg(Tz) = = = —— 
g( ) sin TZ eiTz — p—inz Poxirz | 


cosrz ef pe it  @linztl ( 5) ) 
— ———————— ; 
il suffit donc de vérifier que 


sup 
ZESE 


fe) ee 


: 2} ; ? : 
Posons w(z) = (entr — 1) ,2=2%+iy,x et y réels, si y > a > 0, 
(Ee Es 1| Ai —_ eg 27Y =") _ e—2Ta 


et Sy 0 0, | 
[es — 1| > e?2TY Er e?Ta er; 
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ce qui montre que 
sup { |y(z)| ANUS acc) 


Puisque w(z2 + 1) = w(z) et w est continue dans S£, on a 


sup {|w(z)| :[Imz|<a,zes£} 
= sup {|p(z)| :|[ImA <a, O0<Rez<1, z € 5°} < oo 


car {z:|Imz| <a, 0 <Rez <1, z € S£} est compact. On à donc vérifié que 
sup,ese|p(2)| < oc, ce qui donne (4.35). Comme conséquence de (4.35) on a 


sup{|r ctgrzl : z € [y], N = 1,2, ae) 


où yn est le cercle |z| = N +1/2 ou le lacet rectangulaire défini par les quatres 
sommets (N + 1/2)(1+:), (N + 1/2)(—-1 +:). Puisque les longueurs de ces 
7yN sont majorées par C - N (pour C > 0 approprié), on voit que (4.33) sera 
certainement vérifiée si f est une fonction rationnelle telle que 


M 
[f(2)| < LP pour [A > À 
ë 


R et M étant des nombres positifs appropriés ; c’est le cas de f = p/q, p, q 
polynômes de degrés m, n respectivement, avec n > m +2. 

Comme exemple prenons f(z) = (z?+a?) 71 où a est un nombre complexe 
fixé n’appartenant pas à 2Z ; les seules singularités de f sont aux points z = +ai 
qui sont des pôles simples de f ; aussi, Res(f; +ai) = +1/(2ai) ; alors, de (4.34), 
on obtient 


(e.e] 
1 1 ; 1 ; 
D eZ = = D. r Ctg(Tai) = Den T Ctg(—rai) 
= CO 
T ai) r l+e-?1a 
= —— ER) = = ——_—_—— à 
at 8 a 1—e-?Ta 
En écrivant 
Che al cn 
tn = — 


shz ee? 1-—-e-27? 
on peut écrire la formule précédente comme suit : 


= à 1 

mL + a 2a 
On vérifie que la limite du second membre, lorsque a — 0, est r?/6, ce qui 
donnebses on 7/6 
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4.4.2 La somme Y(—1) f(v) 


La méthode ici est parfaitement similaire à celle du paragraphe précé- 
dent ; nous remplaçons simplement mctgrmz par mcosecrz; la fonction 
x cosecrz a des pôles simples aux points z = » € Z avec un résidu égal à 
(—-1)”. Donc, en maintenant les hypothèses sur f et le contour y, on obtient 
l’analogue de la formule (4.32) : 


TC cosecrz)f(z) dz = ni (—-1)” f(v) + n. Res(g;z) (4.36) 
% 


271 
v=m zEFND 


où g(z) = (rcosecxz)f(z) et F, D sont comme auparavant ; en particulier, 
FNZ =. Notons que si les singularités F de f sont des pôles simples, alors 
pour ze F 

Res(g; z) = p,7 cosec 72 


où p7 = Res(f;2). 
Ch {4n}, N =1,2,..., est une suite de contours comme auparavant et 
si 
lim | (x cosecrz)f(z) dz = 0, (4.37) 


alors on aura 


D (-1)"f() = — ST Res(g; 2). (4.38) 


vEZ zeF 


L’analogue de (4.35) est vrai pour 7 cosecrz et il est démontré de même ma- 
nière : 
sup{| cosecrz| : z € SC} < co (4.39) 


où S- est comme dans (4.35). En effet, 


2i A ET 
COST EE 
etrz —= e?TZz e 112 jl 


Si Z =T+1y, T, y réelset y>a>0,ona 


2e 7% 2e 14 
cosec T2 € 1-22 = 2ny < Tera en : 
de même, si y < —a < 0, 


Demi 2e7a 


COSEC TZ] L ———— << ———— 
| Rés e2Ta __] 


en considérant la fonction décroissante t + t/(t? — 1), t > 1: finalement, la 
relation cosecr(z + 2) = cosecrz et la continuité de cosecrz dans S£ donnent 


M = sup{|cosecrz| : [Imz| <a, DER ze S£} SCO 
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de plus, M est aussi égal à 
sup{|cosecrz| : |Imz| <a, z € S£} ; 


ceci établit (4.39). Par conséquent, |r cosecrz| est uniformément borné sur les 
chemins circulaires et rectangulaires donnés dans le paragraphe précédent ; de 
plus, pour les fonctions rationnelles mentionnées au même endroit, (4.37) aura 
lieu et (4.88) sera valable. 


Comme exemple, on prend de nouveau f(2) = (22 one a iZ ; alors 
(4.38) donne 


Se œuÉ Ë cosec Tai : cosec( j) 
= nt ai — —T —Tai 
É n? + a? 2ai 2a1 ne 
n=—00 
ni 2 ol 
7 ae —e-4T a sh(ar) 


D Loue) 
02 À ch 
UC 2a? \sh(ar) 

pour a € € \ :Z. En faisant a — 0, on obtient 


= (0e = 
>. n? 12 


mil 


ce qui donne 


1 O0 D 2 
nc RL nn 


un résultat que l’on obtient facilement aussi de la relation De ne 0 


4.4.3 Calcul de ((2k) 


Une fonction importante dans la théorie des nombres est la fonction zéta 
de Riemann définie par 
O0 
ee 
= 


la série définissant C(s) est certainement absolument convergente pour Res > 1 
car si s = o +it (a et t réels), on a 


ImT$| _ eu = RE) = n 


et >,n 7 < co si so > 1; l'écriture s = o +it est traditionnelle dans ce 
contexte et semble être universellement adoptée. Nous verrons dans la suite 
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que € est holomorphe dans le demi-plan Res > 1 et nous étudierons d’autres 
propriétés de € ; ici, nous établissons que, pour 4 € N*, 


00 EH (97) 2* 
OR) Se Er - Bx (4.40) 
ml : 


où les B24 sont des nombres de Bernoulli (8 3.7.3) définis par (3.29) que nous 
écrivons comme suit : 


1 2v | 
ES ie (2v)! * 


pour |z| < 27. Pour un k € N° fixé, posons f(z) = 1/z2* . 1/(e2 — 1) ; alors 
les singularités de f sont des pôles aux points z = 0 et z = 2nri, n € Z, et à 
partir de la définition même des nombres B;} données ci-dessus, on obtient 


de plus, pour n € Z*, 
k 
—] 
Res(f;2nmi) = none 
T 
en utilisant la règle (3.37) pour le calcul des résidus aux pôles simples. En 


intégrant f sur le cercle y. d’équation |z| = r (orienté positivement) avec 
0O<7r%£2nr,n € N*, on a d’après le théorème des résidus 


< = (-1)* 
A 1e (2k)! à > (2n7) 


P2nr|<r 


Nous établissons maintenant que si rn = (2N + 1/2)r 


ie 2ri a) À 1e (441) 


ce qui démontre que 


5. (En 
COS 


ce qui est (4.40). Pour établir (4.41), nous observons d’abord que 


sup {}(e*-1)7°| : z eue} < co (4.42) 
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Où SE = [nez B(2nri;e), € étant quelconque dans ]0, x | ; la démonstration 
de (4.42) est exactement identique à celle de (4.35) que l’on a d’ailleurs répétée 
pour la preuve de (4.39). Comme conséquence immédiate de (4.42), on a 


M 
sup | f(2)| < 7% 
lzl=rn TN 


POUND (ANE 1/2) sup ES EN 0) où 
en déduit que 


Îl 
— f(2) de 


TN 


M 
Sem UN ETC) 
TN 


ce qui prouve (4.41) et complète la preuve de (4.40). 


La formule (4.40) donne deux propriétés non évidentes des nombres (ra- 
tionnels) Boy : 


e Box > 0 si k est impair, Box < 0 si k est pair ; 


°|Borl — 2(2k)!/(27)*”, k — ©; en particulier, [B2x| — © lorsque 
k — co. 


Il est intéressant de signaler que, bien que la formule (4.40) ait été décou- 
verte par Euler en 1734 (cf. son Opera Omnia, vol. 14, série 1, pp. 73-86) et 
présentée par lui-même dans le chapitre X, paragraphe 167, de son texte élé- 
mentaire Introductio en 1748 (pour référence exacte, Ex. 38, sect. 3.8), on ne 
connaît que peu de choses sur les valeurs exactes de C(2k + 1) ; en 1978, R. 
Apéry a démontré que (3) est irrationnel, mais on est loin de pouvoir affir- 
mer que 6(3) est un multiple rationnel de 7, comme on pourrait le penser en 
regardant la formule (4.40). 


4.5 DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS MÉROMORPHES 


4.5.1 Définition 


On dit que f est méromorphe dans une partie ouverte non vide #2 de € 
s’il existe une suite (finie ou infinie, éventuellement vide) de nombres distincts 
a, a2, .. dans #2 telle que, si S = {a1, a2, ...}, alors: 


e S n’a pas de points d’accumulation dans #2 (8 1.3.4); 
+ f est holomorphe dans 42 \ S ; noter que #2 \ S est ouvert ; 
chaque a; est un pôle de e 


Selon cette définition, une fonction f holomorphe dans #2 sera un cas 
particulier d’une fonction méromorphe dans 2 avec S = ÿ. 
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Nous considérons dans cette section les fonctions méromorphes dans € ; 
les fonctions rationnelles sont de telles fonctions. Parmi les fonctions ration- 
nelles, les plus simples (appelées éléments simples) sont de la forme b(z2-a)" 
avec a, b dans C et n € Z ; nous démontrons qu’une grande classe de fonctions 
méromorphes dans € s’écrit comme » 70 bx (z — ax)"". C’est donc une géné- 
ralisation d’un résultat connu d’algèbre qu’une fonction rationnelle peut être 
décomposée en une somme finie d’éléments simples. 

Rappellons que B'(a;r) = B(a;r) \ {a}. 


4.5.2 Remarque 


Soit a un pôle d’ordre n d’une fonction f holomorphe dans une partie 
ouverte contenant un B'(a;r) ; supposons que la partie principale (8 3.6.3) de 
jf au point a est g: 

n B; 
; 
ae 
(z— a) 


j=1 


Si C est un point où f est holomorphe et |[C — a] > r, alors 
Res (AE: ) = —g((). (4.43) 


C’est un cas particulier de l’exercice 24 (sect. 3.8) ; néanmoins, nous donnons 
une preuve ici pour cette formule. On sait de (3.24) que 


Res ( 10) = NE 


EC TC 


où 7 est un cercle centré en a et de rayon p < r ; en fait, y peut être un contour 
assez général mais, il est suffisant de choisir 7 circulaire et assez petit pour que 
7 soit contenu dans B'(a ;r) (qui ne contient ni € ni une singularité quelconque 
de f). On sait que, dans B'{a;r), f = g+h où h est la partie régulière de f : 
selon le théorème de Cauchy, 


= 


1 1 
_. f(2) de | g(2) des] —<—: 
SC Ti JyZ = _ 2m 1 Ge 
or, d’après la formule de Cauchy, 


pu, dz . LL =. 
271 + (z=0)(z- a) s (j -1)! dzi-1 z—() 
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D CNE en. 
Er > (C- a}? g(C) 


ce qui établit (4.43). 


4.5.3 Méthode générale 


Soit f une fonction méromorphe dans € dont les pôles sont a, a2, 
supposons que la partie principale (8 3.6.3) de f au point ax est gg : 


Mk bg; 
gx(z) = 5” 7 ; 
j=1 (z - ax) 
avec 
la1l <Ja2l <..., lim [a] = oo 
k—0co 


et nous posons by = by, = Res(f; az). 
Supposons que y est un contour avec D, domaine associé, tel que 


Diderot = de en ie 


nous supposons toujours que nos contours ne passent pas par les pôles 
{a1, a2,...} de f. Alors, si € est un point de D qui est différent des a;, on 
aura d’après le théorème des résidus 


se IC Res ( 1; c) + Des (JB) 
k—1 


27i Jy z — en 


= f(C)— D 98 (0) 
il 


selon la formule (4.43). 
Supposons que {nv}, N = 1,2,..., est une suite de contours comme 
ci-dessus avec des domaines associés D tels que 


Bee. MINNE ET 0: 
N>1 


supposons également que 
Domi G | = {ai, eo Enn 


Si, pour chaque Ç € C \ {a1, a, ...}, 


aies 
lim J ac, (4.45) 
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alors, à partir de (4.44), on obtient 
, 
f(Q= im Dal, CEC\{a, a... (4.46) 
El 


Ainsi (4.46) donne un développement de f en une série d'éléments simples si 
(4.45) est vérifiée. 

Dans les exemples concrets, il est souvent commode de prendre pour yn 
des cercles |z| = rx (orientés positivement) avec rn # [an], n > 1. Dans ce 
cas, une condition suffisante pour que (4.45) soit vérifiée est 


MN = | He [f(2)] — 0 (N — co) (4.47) 
car f o M 
DUAL ANR EN 
1. 2—C cl TETE 


On remarque alors que la convergence dans (4.46) est uniforme en Ç, Ç restant 
dans une partie compacte de C \ {a1, a2, ...}. 
Si au lieu d’avoir Mn — 0 (N — ), on a 


M 
Ne) (N — co), (4.48) 
TN 


alors on peut modifier le procédé pour obtenir un résultat similaire à (4.46). 
On peut supposer, sans restreindre la généralité, que f est holomorphe en z = 0 
(c'est-à-dire a1 # 0) ; il suffit de soustraire la partie principale de f à O0 pour 
obtenir une fonction qui est holomorphe en 0. Alors, à partir de la relation 


on obtient 


où 


VN 


mm] Cae-10- 5x0 
il 


d’après le théorème des résidus et (4.43). 
Donc (4.44) donne alors 


FO =10)+ 3 {nono} + € / er + 
k=1 ire 
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si (4.48) est vérifiée, on a 

Ç FG) Ir Mn 
=) dde EN 0 (N- 
2Ti Î. 2(z— 0) as TNÛTN — 161) LRO 


| 


uniformément en €, si ( reste dans une partie compacte de C ni Dane DES 


on obtient alors 


Noie O+ in, D {0 OP 0 2, | 044) 


Si au lieu de (4.48) on a 


M 
 — 0 (N — c), 
TN 


on peut procéder avec la relation 


et plus généralement avec 


te 
NN CONTRE" 


Les formules (4.46) et (4.49) deviennent particulièrement simples si les pôles 
an sont simples ; alors si bn = Res(f; an), ces formules deviennent 


f(6)= lim bi (4.50) 
n— 00 = = QE 
= f(0)+ lim ù. { . d _ (4.51) 
D US UR GE 


les convergences étant uniformes pour € dans une partie ouverte de 


C\{a1,a2,...}, (4.50) (resp. (4.51)) étant valable si l’on a (4.47) (resp. (4.48)). 


4.5.4 Exemples 
Notons d’abord que si f(2) est une des expressions suivantes : 


1 e?? 
(DÉESIDPSS ec z Cosec 2, 


e—-17 e?-1 


TZ 


(DES 


tgz, ctgz, oi 


alors 
(4.52) 


sup {| f(z)| : 2 € 5€} < oo 
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où Se = Un>1 B(an;e), les {an} étant une énumération des pôles de f et € > 0 
étant suffisamment petit. Ceci a été démontré pour ctg z dans le paragraphe 
4.4.1 par (4.35), pour cosec rz dans le pagagraphe 4.4.2 par (4.39) et a été men- 
tionné pour (e* — ln dans le paragraphe 4.4.3 par (4.42) ; la démonstration 
de (4.52) dans les autres cas est parfaitement similaire. 

Notre premier exemple concerne f(z) = secz ; nous établissons que 


sec z = “Y 


Nous déduisons (4.53) de (4.51) en intégrant sec z sur y, le chemin circulaire 
avec |z| = (N + 1)r ; grâce à (4.52), la condition (4.48) est remplie ; les pôles 
de secz sont +(k + 1/2), k € N, avec 


(D) 
Res (sec, =(#+ 5)r) = en 


Pour N, un entier strictement positif, les pôles de sec z qui sont dans le disque 
ouvert |z] < (N +1) (domaine Dy associé à 4x) sont +(k + 1/2)r, k — 
DU "NS d'apres (Pol on 


)*(2k + ll} 


DC RRURS (4.53) 
(24 + 1) 72 — 422 


N 
- | k+1 1 1 
seez 14 Jim 32 {(-1) Ex) 


k=0 
k+1 2 
No (k+ xx) 


Al 20 
ur 0 (24 + 1)°2 — 422 


4 
î 
le 


ce qui donne (4.53) car 


S (1) 7 
ZR+i 4° 


la dernière somme est bien connue ; elle s'obtient directement de 


T 1 dx — Ï get 
4 = 1+2? EN Ée) 
Comme second exemple, nous établissons la formule 
1 © 
Ce D a 7 5 à (4.54) 


Fe 
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ici, nous appliquons (4.51) à la fonction 
1e 
De Ge Em CIRE, 
0 SD — 0 


La fonction f est obtenue en retranchant la partie principale 1/2 de cosec z au 
point z = 0 ; notons que 


: 1 .. Z—siInz 
him | cosec z — — | = lim ——— = 
z—0 2 z—0 Z2SInz 


ce que l’on constate en développant sin z comme z — 23/3! +... Les pôles de 
f(z) sont ceux de cosec z sauf pour z = 0 et 


Res(f;+kr) = (-1), k=1,2,... 
Nous intégrons f sur y, le chemin circulaire avec |[z| = (N + 1/2)r, N entier 
strictement positif ; grâce à (4.52), la condition (4.48) est remplie ; les pôles de 


f dans le disque ouvert |2| < (N + 1/2)r sont +kx, k = 1, 2,..., N ; d’après 
(4.51), on a 


N Ë 
ji | k ji il (-1) C1). 
Er Dim > {tn +) À ET ; Pi 


NS er 
een) °2z 
=”, DR ac 


ce qui donne (4.54). 
Notre dernier exemple concerne ctg z ; nous montrons que 


& le 


OO 
ctgz = — Dee ES (4.55) 


Le procédé est exactement le même que pour cosec z ; on pose f(2) = ctgz—1/2 
avec f(0) = 0; f est holomorphe en z = 0 et les pôles sont ceux de ctg z sauf 
pour z — D ceux-cisont 2= Fm, k — 1 2" ,avec 


RSC LEUR 
Intégrant sur yn donné par |z| = (N + 1/2), on obtient de (4.51) 
N, 


1 y 2 
Es ne. ” z—kTr 2+k7 Deer 


N—0o0. 


=il 


ce qui donne (4.55). 
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Notons que la théorie développée dans le paragraphe 4.5.3 garantit que les 
séries (4.53), (4.54) et (4.55) sont uniformément convergentes dans toute partie 
compacte des z ; en fait, on voit directement que les séries (4.54) et (4.55) sont 
normalement convergentes pour toute partie compacte des z, le terme général 
étant majoré par 

2M 


Prime *2 0 


si |2| < M 


4.6 NOMBRE DE PÔLES ET DE ZÉROS 


4.6.1 Terminologie 


Si f est holomorphe dans un voisinage ouvert de z0, on dit que 29 est un 
zéro d'ordre n (n € N°) si f(z0) =0 et f) (20) 0, f") (20) — (rot. 

Rappelons (Ex. 20 et 21, sect. 3.8) que si 20 est un zéro d'ordre n (un pôle 
d'ordre n) de f, alors z0 est un pôle simple pour f//f avec Res(f'/f;20) = n 
(resp. —n). L'expression f//f s’appelle la dérivée logarithmique de f ; si 
g(z) est une détermination holomorphe de log f(z) (cf. Ex. 30, sect. 3.8), alors 
g'(z) = f'(2)/f(2), ce qui justifie cette terminologie. 

Soit f une fonction méromorphe non constante dans une partie ouverte 
{2 ; supposons que f possède un ensemble fini (éventuellement vide) de zéros 
et de pôles dans {2 notés a1,..., an, Bi, ..., Üm ; Supposons que a; soit un 
zéro d'ordre n; et que B; soit un pôle d'ordre m; ; nous notons 


N M 
D D = Fe à. 
j=1 j=1 


Nous dirons que Z est le nombre de zéros de f dans #? et P le nombre de 
pôles de f dans {2 en tenant compte des multiplicités. 


! 
4.6.2 Calcul de 7 = "5 (l Fe Se dz 
2m f(2)-a 

Nous faisons des hypothèses sur f, g et y pour pouvoir appliquer le théo- 
rème des résidus. Nous supposons que + est un contour ayant pour domaine 
associé D ; nous supposons que “ est méromorphe dans un domaine contenant 
D et que g est holomorphe sur D : nous supposons que les pôles de f dans D 
forment un ensemble fini {B1,  . éventuellement vide) avec 8; & [7], 
3=1,..., M; soit m; l’ordre du pôle 8;. Nous supposons que 


f7 (a) —= 7 E D: f{z) = a} 
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est tel que f”1(a) = {ai, ..…, an}, un ensemble fini (éventuellement vide), 
avec f"l(a) C D ; soit n; l'ordre du zéro a; de la fonction f —a. Ces hypothèses 
et notations étant fixées, on peut calculer 1 ; on a 


N M 
T= D njg(a;) - S[m;g(8;). (4.56) 
Fi = 


En effet, si h(z) = g(z)(f'(z)/(f(z) — a)), les singularités de À dans D sont des 
points {a, ..., an}, les zéros de f — a, et les points {B1, .., Bm}, les pôles 
de f ; on a déjà remarqué (8 4.6.1) que ces singularités sont des pôles simples 
de f'/(f — a) avec résidus correspondants aux multiplicités : 


Donc, d’après l’exercice 22 (sect. 3.8), 
Res(h;a;) = g(a;)n;, Res(h;B;) = —-g(B;)m; ; 


d’où le théorème des résidus donne 4.56. 
Un cas important de (4.56) est donné par g = 1 ; alors,on a 


Lire La ÿn- Dm 


(4.57) 
= Re, = H(fD)> 
En particulier, si a =0,on a 
LL fe) 
—— DEA 0) SAN 1.58 
mn [FO = 265D)- PU:D) (2.58) 
si f 1(0) = {z € D: f(z) = 0} est fini et disjoint de [y] = Fr D et si les autres 


pe sur f Sont Mr 


4.6.3 Remarques 


Nous interprétons géométriquement le fait que les intégrales dans (4.57) 
et (4.58) ont des valeurs qui sont des nombres entiers. Posons 6 = f o 7 ; 6 est 
un lacet, l’image par f du lacet y; dans notre présentation, y est simple et 
C1 par morceaux, donc 6 est aussi C'! par morceaux mais non nécessairement 
simple ; puisque f(z) # a lorsque z € [y], 6 est un lacet qui ne passe pas par a 
(c'est-à-dire a & [6]). Un calcul simple montre que 


il dz 
sir = — = X(6; a) 
Ori J, f()-a  2rJ52-a 
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où x(6; a) est l'indice de a par rapport à 6 (Ex. 40, sect. 3.8) qui est toujours un 
nombre entier, interprété comme le nombre de fois que le lacet 6 tourne autour 
du point a. Donc (4.57) et (4.58) sont équivalentes aux équations 


A) AND) SAC DGA 0) 26202). 


en particulier, la différence entre le nombre de zéros et le nombre de pôles de 
f dans D (en tenant compte des multiplicités) est égale à x(6,0) le nombre 
de fois que 8 = f o y tourne autour de zéro. Cette interprétation est souvent 
appelée principe de l’argument. 

Une conséquence immédiate de cette interprétation est la suivante : sup- 
posons ê = f o y est un chemin dans un domaine étoilé À, 0 & À ; alors 


/ 
Î ROUE, 
7 f(x) ô ? 
car z — 1/2 possède une primitive dans À ; de (4.58) on conclut que dans ce 
cas 


Z(fD)= P(f;D). 


On voit que la conclusion subsiste dès que À est un domaine tel que 
0 £ A et z + 1/z possède une primitive dans À, ce qui équivaut à avoir 
une détermination continue de log z pour z € À. 


4.6.4 Théorème fondamental de l’algèbre 


Soit p(z) = ag2° + a12%-l +... + a, avec ap # 0, n entier > 1; une 
conséquence immédiate de (4.58) est que le nombre de zéros de p dans C, en 
tenant compte des multiplicités, est n. Pour la démonstration, on peut supposer 
que ag = 1 ; notons alors que 


pa) net l+...+an ie R(2) 


pe)  m+... + z 2 


où R(z) est une fonction rationnelle telle que 


lim |R(z)| =0; 
[2100 
en effet, puisque 
(4 
lim ze) = 
lc p(2) 


on peut écrire 
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ce qui donne la fonction rationnelle R indiquée. Soit +. le cercle |z| = r orienté 
positivement ; soit D, le disque ouvert |2| < r ; alors (4.58) appliqué à f = p, 
7 = yr donne 


= mb = 1 R(2) 
2:D) = pe | 2 de=nt | a 


car p n'a pas de pôle et 


Car 


on en déduit que 
Z(p;D;)=n 


pour r suffisamment grand, établissant ainsi le théorème fondamental de l’al- 
gèbre. Noter que l’on sait d'avance que les zéros du polynôme p forment un en- 
semble borné (car c’est un ensemble fini ou car [p(2)| — oo lorsque |z| — co) ; 
donc, si r est suffisamment grand, il n’y aura aucun pôle sur |z| = r, ni de p’/p, 


ni de RÀ ; aussi, 
1 
= RG) 4,20 
271 Y 2 


pour tout r suffisamment grand, car l'intégrale, étant égale à un entier pour 
tout r, devient nulle dès que sa valeur absolue est inférieure à 1. 


4.6.5 Théorème de Rouché 


Soit y un contour avec domaine associé D ; supposons que f, g sont 
holomorphe sur D ayant au plus un nombre fini de zéros dans D ; si 


[F() — g(2)] < 92), 2€ In, (4.59) 


alors 
Z(f,D) = Z(g; D). 


DÉMONSTRATION 


La condition (4.59) entraîne que f(z), g(z) sont non nuls lorsque z € [7]; 


de plus, 
fo ile, 7 SI 
g(z) 
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donc, si F(z) = f(z)/g(2), alors F(2) € B(1;1), z € [y]. Un calcul montre que 


donc, d’après (4.58), 


Z(f; D) — Z(g; D) — = F 


271 


à cause de la remarque à la fin du paragraphe 4.6.3 appliquée à la fonction F. % 


REMARQUE. Il faut noter que d’après le principe des zéros isolés (nous l’éta- 
blirons dans le chapitre 5), les fonctions f, g, non identiquement nulles, qui sont 
holomorphes sur D, un ensemble compact, ne peuvent y avoir au plus qu’un 
nombre fini de zéros ; ainsi, dans l'énoncé du théorème de Rouché, la condition 
«avec au plus un nombre fini de zéros dans D » est superflue. 


On peut maintenant indiquer une autre démonstration instructive du 
théorème de Rouché : posons h4(z) = g(z)+t{f(z)—g(z)}, 0 < t < 1 ; puisque 


[ae (2)| > |g()] — |f() — 9(2)| 


on voit que (4.59) entraîne aussi que h4(z) £ 0, z € [7], pour tout t € [0,1]. 
D’après (4.58), 


il h!(2) 
Ni=Z(h:;D)= — | + 
At ie SA 


on vérifie facilement que t > N4 est continue, donc constante, car les valeurs 
de N4 sont des nombres entiers ; on en conclut que No = Ni, ce qui équivaut à 
Z(g, D) = Z(f; D). 

On peut formuler le théorème de Rouché dans les termes suivants : si w 
et Ÿ sont holomorphes dans D et 


(| < Ib(2)|, zen, 


alors Z(p9+%,; D) = Z(#; D) (où y et D sont comme dans l'énoncé précédent : 
D domaine associé au contour y). On interprète cette formulation comme suit : 
si [gl est « petit » devant || sur [y], alors # et +4, une « petite perturbation » 
de #, ont le même nombre de zéros dans D (en tenant compte des multiplicités). 
Cette interprétation ajoutée à celle du principe de l'argument ($ 4.6.3) donne 
une vision géométrique claire : soit 61 = Ÿ o y, 62 = (w + Y)o y: on a 62 = 
8 +po7; Z(Y; D) = x(61;0) est le nombre de fois que 61 tourne autour de 0 : 
«|w| petit devant ||» entraîne que x(62:0) = x(61;0), ce qui est le théorème 
de Rouché. 
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62 


Fig. 4.8 


4.6.6 Quelques applications du théorème de Rouché 


Comme première application typique et simple, nous redémontrons le 
théorème fondamental de l’algèbre (8 4.6.4) ; soit p(z) = 2"+a12%l+...+a, : 
Ponte) Sir het; =7 on 


= 1 M 
[p(z) — g(2)] < lailr” D ol re de L 
avec M = [ai] +---+{|an|, d’où, pour r > max(M,1),ona 


TER EN MEN AE 


D'après le théorème de Rouché, on conclut que le nombre de zéros de p dans 
[2] < r (r > max(M,1)) est égal au nombre n de zéros de g dans |z| < r (en 
tenant compte des multiplicités). 

Un exemple numérique simple est le suivant : soient f(z) = 24 + 3z+ 1, 
g(z) = 32+1; pour [z|=1,ona 


Lf(2) — 9(2)| = 1241 = 1 <2< |82+1]; 


puisque 3z + 1 possède un seul zéro, —1/3, dans le disque ouvert |2| < 1, on 
conclut d’après théorème de Rouché que z4+ 32 + 1 possède un seul zéro dans 
ASE 

Nous considérons maintenant une proposition plus théorique qui nous 
permet d'affirmer que les racines d’une équation polynomiale varient continü- 
ment avec les coefficients du polynôme ; une formulation exacte de cette affir- 
mation est la suivante : soient 21, 22, ..., zx l’ensemble des zéros distincts du 
polynôme p(z) = 2° + az l +... + an, zj étant un zéro d'ordre m; ; soit 
p = min;4;|zi — 2j| ; pour tout e € ]0,p [, il existe un 8 > 0 tel que tout 
polynôme 
| gz) = 2% +2 + + bn 


avec max1<i£n [bi — ail < 6 possède exactement m; zéros (en tenant compte 
des multiplicités) dans le disque B(z;;e), 3 =1,...,k. 
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DÉMONSTRATION 
On sait que 


p{a)= (2-0). (2 2) ; 


sur le cercle y; d'équation |z — z;| =Ee, on à 


En Home PA) he Cr 
n—1l : 
|a(z) — D < 6 D (Izlte).. 
=) 
Si 


M; = n—mM; 
DE roi (a), 
IRSE (5 EE (1x5 + €) 


alors on aura 


late) — p(2)| < |p()| 
sur le cercle y; donné par [2 — z;| = €, j = 1,..., k&. D'après le théorème de 
Rouché, q possède exactement m; zéros (en tenant compte des multiplicités) 
dans le disque B(z;;e), j = 1,...,k. + 


REMARQUE. Dans [20, vol. 1, p. 282], on cite un exemple numérique surpre- 
nant dû à J. H. Wilkinson : soient 


un calcul numérique révèle que q = 0 possède des racines complexes a; + 1B;, 


j=1,..., 5, avec les 8j, dans ]0,6, 2,91, les autres dix racines de q = 0 étant 
assez près de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 20, alors que les racines de p = 0 sont 
des entiers 1, 2, ..., 20. Cet exemple montre qu’il faut prendre un 6 plus petit 


que 27% dans notre proposition pour pouvoir situer les racines du polynôme 
perturbé q à une distance inférieure à € = 1/2 des racines correspondantes de p. 
(Pour plus d'informations, voir Wilkinson : The algebraic eigenvalue problem, 
Oxford, 1967, p. 418.) 
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4.7 EXERCICES 


Etablir les formules suivantes : 


T2 
(i) » ee 


n= 00 (n + a)” sin?(ar) 


_ 
_ 1 1! T 
(ii) ÿ nt on ts (ctgar + cthar), 


Ge ER OÙ En, MENT 


_ = 1 L a?r? 
(iii) 2 Erraÿ = 2a4 (5 = +arcthar)  aZtin, neN. 
CO =] n 

(iv) 3 ns = 7% sinar (1-Ssntar),o #2; 

n=—00 si 
1 = 

(v) 5 (n — a)(n —b) = men 0) €, b 2 ne 
nez 

(vi) " ss. nn (cosec br — cosecar) a, béZ 

(n—a)(n—b) (ba) FT Cog eme Ÿ d 

nez 


Noter que si b — a dans (vi), on obtient 


OUR 
Drm ctgamcosecar, agZ, 
nez n—a 


un résultat que l’on peut obtenir directement ; de même (i) est une conséquence 
de (v) ; on peut obtenir d’autres formules en dérivant par rapport aux variables 
a et b les formules ci-dessus ; la justification de cette opération sera donnée plus 
tard. 


Soit 


Det a 
= RO 
“ AE exp(2riz) — 1 ? 

z=neZest un pôle simple pour y avec Res(y;n) = 1. En procédant comme 
dans le paragraphe 4.4.1 avec yx, le lacet rectangulaire défini par les sommets 
(N +1/2)(1+i) et (N +1/2)(—-1 +5), on établit que 


ee À} 
D fie =-VRes(f(z)e pr); a;), 0<E<2r, 
sæi 


n—=—0O 
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où f est une fonction rationnelle p/q ; p et q sont des polynômes de degrés m et 
n respectivement, avec n > m+2,et {ay, ..., az} sont tous les pôles distincts 
de f formant un ensemble disjoint de Z. En particulier, 

CO eîné 97 etéa 


D 5 = ——— {(E — 2a)e Te — 6} 


n=—00 (n di a)” (este E 1)” 


si 0 < € < 2x, a € Z. (L'avantage de w(z) sur r ctg(rz) est que l’on a 
sup{[p(z)ef%| :z € [yv], 6€ [0,21], N > 1} < oo.) 


Etablir la formule 


CS 2z 
1 2 et) rar 


en utilisant la théorie du paragraphe 4.5.3 et aussi directement à partir de la 
formule (4.54) pour cosec z. 


Etablir la formule 


N : 
eZ 1 il e2kTia e2ktia 
 — 00): RS Re 
e? —] nr DU EL 2kni 
k£0 


pour 0 < a < 1,en utilisant (4.51) de la théorie du paragraphe 4.5.3. En déduire 
que, pour 0<a< 1, 


Er 1 5 2z(cos 2kra) — 4kr(sin 2kra) 


et —1 z 22 + 4k2r2 


k=1 


en se servant de la formule connue de la théorie des séries de Fourier : 


L sinnr T—T 
D =——, D<r<2r. 


n=]1l 


Supposons que a, b, c sont des nombres complexes tels que |b| — |c| > 
la] > 0 ; démontrer que, pour n € N*, l'équation az"° + bz + c = 0 possède 
exactement une racine dans |z| < 1. 


[6] Démontrer que pour tout nombre complexe a et tout entier n > 2, l’équa- 
tion az + z+ 1 = 0 possède au moins une racine dans [z| < 2. (Si [al < 27%, il 
y a exactement une racine d’après le théorème de Rouché ; si |a| > 27, alors le 
résultat est une conséquence du fait que |z1:--2n| = |1/a|, les z; étant toutes 
les racines de l’équation, énumérées avec les multiplicités appropriées.) 


[7] Démontrer que, pour À réel > 1 et n entier > 1, l'équation 2% eZ = ] 
possède n racines (en tenant compte des multiplicités) dans |z| < 1, une au 
moins de ces racines étant réelle et > 0. (L’équation équivaut à ze — e? = 0 
et [ef] <e < e* = [ze si [2] = 1.) 
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Supposons que f est holomorphe sur B où B = {z : |z| < 1} et que 
[f(2)| < 1 si [2] < 1; démontrer que l’équation f(z) — 2" = 0 (n entier > 1) 
possède n racines (en tenant compte des multiplicités) dans [z| < 1. 


[9]  Démontrer que 9212 ? = 77/6 en complétant les raisonnements sui- 
vants : 
1 Si 
EN nc —2 _ —2, 
(i) = d ramaraonte = ? D : + Res{(rctgrz)z7*; 0} 
= 
où 7 est le cercle |z| = N + 1/2, orienté positivement : 

(ii) Res{(r ctgrz)z ?; 0} = —x?/3 (cf. (3.30)) ; 
(iii) laisser N — © dans (i). 


(Noter que la fonction f donnée par f(z) = 27? utilisée dans cet exercice 
possède un pôle au point z = 0 € Z ; donc la théorie du paragraphe 4.4.1 doit 
être légèrement modifiée comme indiqué ici.) 


4.8 COMMENTAIRES 


Toutes les applications du théorème des résidus données dans ce chapitre 
ont été développées en détail par Cauchy dans ses nombreuses publications sur 
le sujet pendant les années 1826-1847 ; le terme «résidu » est dû à Cauchy. Les 
références précises sont données dans la monographie de Lindelôf [26] qui nous 
est très utile et contient une riche collection d’applications fines et instructives 
du théorème des résidus. 

Il est intéressant de noter que toutes les intégrales et séries concernant 
les fonctions élémentaires que nous avons présentées ici étaient connues d’Eu- 
ler ; il est remarquable qu'Euler ait pu obtenir toutes ces formules et plusieurs 
dizaines d’autres bien plus compliquées sans avoir eu besoin de la moindre for- 
mule de Cauchy. Le livre élémentaire d’'Euler de 1748 Introductio, auquel nous 
nous sommes référés auparavant, montre la voie algébrique qui lui a permis de 
trouver toutes ces formules concernant les fonctions élémentaires sin z, cos z, 
e*, etc. Depuis Euler, seul le mathématicien indien S. Ramanujan (1887-1920) 
semble posséder cette virtuosité du calcul de séries infinies et d’intégrales de 
toutes sortes. Donnons deux exemples simples parmi des centaines d’autres 
formules que Ramanujan donne dans ses carnets de 1903-1914 : 


SL: 1 
OL TH Er 
re) ; es k 
cn / e_% sin(ar) ctg x dr = 2a D rer LU 
. (ail 


Voir B. C. Berndt « Ramanujan’s Notebooks » (en 4 volumes), Springer-Verlag 
(1985-1994) ; un cinquième volume est prévu ; (i) est dans le volume 2 à la 
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page 256, (ii) est dans le volume 4 à la page 288. Les formules (i) et (ii) peu- 
vent être obtenues, en principe, par les méthodes de ce chapitre ; Berndt donne 
des démonstration pour (i) et (ii). Ce qui est remarquable, c’est que Rama- 
nujan obtient ces formules, qui sont parmi les plus simples parmi celles qu’il 
a proposées, sans une connaissance de l’analyse complexe au-delà du niveau 
d’Introductio d’Euler ; par ailleurs, à l’époque de la découverte de ces formules 
(1903-1914), Ramanujan semble ignorer complètement la théorie de Cauchy. 
Un des grands mérites de la théorie de Cauchy est de rendre beaucoup de ces 
formules, comme (i) et (ii) ci-dessus (et les autres dans ce chapitre), accessibles 
et compréhensibles pour beaucoup de personnes qui n’ont pas nécessairement 
les talents analytiques d’Euler et de Ramanujan. 

Les formules sommatoires, que nous avons données, forment un petit 
échantillon des formules existantes ; la méthode générale consiste dans l’obser- 
vation que 


1 n J 
7 Ode = Ÿ Bite) DD RUE) 


où 7 est un contour de domaine associé D qui contient les pôles &m, ..., an 
de la fonction sommatoire 4 avec Res(w; a;) = A; et a1, ..., az sont les pôles 
de f dans D (supposés être différents de ceux de w). L’astuce consiste dans le 
bon choix de w et de 7; en variant 7 (par exemple laissant + devenir grand 
d’une certaine manière), on obtient une classe de formules sommatoires pour 
chaque choïx intéressant de . Mentionnons ici une formule importante (ap- 
pelée formule de Abel-Plana) obtenue avec w(z) = 7 ctg(xz), comme dans le 
paragraphe 4.4.1, en choisissant pour 7 le lacet rectangulaire de sommets +iy, 
x +iy (orienté positivement) et en laissant x et y — co : 


tie o+ f# faar+i [À JGy en UTC) ay; 


on suppose que f est holomorphe sur Rez > 0 et que De f(n) converge 
(ou que f40s f(x) dx converge) ; de plus, on suppose que LF( Cr JE — 0 
(y — oo) uniformément en x dans les intervalles compacts et que 


(ee) 
ÎL lasinle-2v ay < 00 


pour x > 0 et tend vers zéro lorsque x — c, voir [20, vol. 1, p. 274] ; [26, p. 68] 
donne une historique détaillée au sujet de cette formule qui est un outil efficace 
pour l'étude des fonctions C(s) et T(z). 


CHAPITRE 5 


Propriétés générales 
des fonctions holomorphes 


5.1 INTRODUCTION 


Une des propriétés importantes des fonctions holomorphes est la très forte 
interdépendance structurelle de leurs valeurs ; le comportement d’une fonction 
holomorphe dans un voisinage ouvert quelconque, aussi petit soit-il, détermine 
cette fonction complètement et partout. Les sections 5.2 et 5.3 explicitent cette 
propriété dans ses différents aspects ; elle permet aussi l’introduction de la no- 
tion de prolongement analytique que nous étudierons plus en détail dans les 
chapitres suivants. Les sections 5.4 et 5.5 présentent deux autres propriétés re- 
marquables des fonctions holomorphes, la première étant de nature analytique 
(principe du maximum) et la seconde de nature topologique (application ou- 
verte). La section 5.7 expose brièvement la théorie des fonctions harmoniques 
dans le plan, le point de vue étant limité par une seule considération : les 
fonctions harmoniques dans le plan sont essentiellement les parties réelles des 
fonctions holomorphes. La section 5.8 considère les propriétés remarquables et 
générales des suites de fonctions holomorphes convergentes ; elles seront utili- 
sées et étendues dans les chapitres suivants. Les sections 5.6 et 5.9 traitent deux 
questions spéciales mais importantes. Dans le section 5.6, nous considérons les 
domaines f2 de € tels que si f € H(9) alors f possède une primitive F dans 
A (c'est-à-dire F/(2) = f(z), z € 9) ; ces domaines jouent un rôle important 
dans la théorie des fonctions holomorphes comme on a pu le constater dans 
les chapitres précédents ; une caractérisation complète de ces domaines (dits 
ici, domaines élémentaires) sera donnée dans le chapitre 7 en relation avec la 
théorie des applications conformes. La section 5.9 concerne la détermination 
continue des logarithmes. Les exercices de ce chapitre sont groupés dans une 
seule section 5.10. 


5.2 DÉTERMINATION GLOBALE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 


5.2.1 Généralités 


Une des propriétés remarquables des fonctions holomorphes est qu’elles 
sont déterminées globalement dès qu’on les connaît dans un voisinage ouvert 
quelconque d’un point où elles sont holomorphes ; c’est cette propriété qui justi- 
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fie la terminologie «holomorphe» (du grec : holos «entier», morphé «forme») 
signifiant que là forme entière de la fonction est déterminée par sa connaissance 
dans un voisinage ouvert aussi petit soit-il. Notons que le mot «méromorphe» 
que l’on a défini au chapitre 4 (8 4.5.1) s’inscrit dans cette interprétation ter- 
minologique (du grec : meros « partie»). 

La proposition qui suit donne un sens précis à la description intuitive qui 
précède. 


5.2.2 Proposition 


Soit f une fonction holomorphe dans un domaine {2 de C. 


(i) S'il existe un point a € {2 tel que 
fM)(a)=0, m=0,1,.., 


alors JC) =0 7€ 0 
(ii) (Principe des zéros isolés) 
Si {zn} Len est une suite de nombres distincts dans {2 tels que 


im Zn = à € {2 NÉ) 0 NT EN 


alors C)=0, 7e "12. 


DÉMONSTRATION 
(i) Posons E = (29 Ex où 
Ex={:eNn:fW{(2)=0}, keN. 


Chaque FX) étant continue, Æ4 est une partie non vide (car a € Ex), 
fermée dans {2 ; donc E est une partie non vide, fermée dans (2. D'autre 
part, E est une partie ouverte de {2 ; en effet, si 20 € E et B(20;r) € 9, le 
développeme..: en série de Taylor de f en zo donne que 


oo k(k){, 
10) = 52 0) (= 2o)é = 0 si z € B(z05r) ; 


k=0 


donc f est identiquement nulle dans B(z0;r) ; on en conclut que, siz € 
B(2;r), FR) (2) = 0 pour tout k € N, ce qui entraîne que B(z;r) C E. 
Ainsi, E est une partie non vide de {2 qui est à la fois fermée et ouverte 
dans {2 ; {2 étant connexe, E = (2. 

(ii) Démontrons que ft) (@) = 0 pour tout n € N; sinon, il existe un entier 
m > 1 tel que f(7)(œ) £ 0 avec fO)(@) = 0, j <m — 1; alors on aura 


fG@) = (2 — a)" {am + am+1(2 — a) +...) 
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pour z dans un disque ouvert D centré en a avec D € où aj = fO)(a)/j! : 
ici, on à utilisé le développement en série de Taylor de f en @. Ainsi f(z) = 
(2 — a)" p(z), z € D où (2) = am + Am+1(7 — a) +:::, z € D ; puisque 
(a) = am # 0 et y est continue dans D, on aura un disque Do centré en 
a tel que w(z) À 0 si z € Do C D. Donc, f(z) £ 0 si z € Do \ {a}; ceci 
contredit l’hypothèse de l’énoncé (ii) selon lequel il existe 21 € Do, 2n # à, 
tel que @(zn) = 0. On conclut que f()(a) = 0, n € N; de (i) on déduit 
que f(z) = 0, z € 2. + 


5.2.3 Corollaire (principe d'identité des fonctions holomorphes) 
Soient f, g dans H(92), (2 un domaine dans C. 


Lee fm) (a) — g() (a), n EN, pour un point a € 9, alors f = g. 
(ii) Si f(2n) = 9(2n), n € N, pour une suite de nombres distincts {zn} dans 
{2 ayant un point d’accumulation a € #2, alors f = g. 


Le corollaire est immédiat en appliquant la proposition 5.2.2 sur la fonc- 
tion h = f — g. 


5.2.4 Remarques 


Si dans la proposition 5.2.2 {2 est une partie ouverte qui n’est pas né- 
cessairement connexe, on concluera que f(z) = 0 dans la composante connexe 
(8 1.4.3) de (2 contenant a ; de même, dans le corollaire 5.2.3, on aura f = g 
dans la composante connexe de f? contenant a, si {2 est une partie ouverte qui 
n’est pas nécessairement connexe. 

La proposition 5.2.2 est utilisée comme suit : soit f une fonction holo- 
morphe non identiquement nulle dans un domaine #2 de € ; si f(æ) = 0 pour 
un à € f?, on aura un disque B(a;r) C f tel que f(2) # 0 pour tout z dans 
B(a;r) ; autrement dit, un zéro a de f est un zéro isolé. De plus, si f(a) = 0, il 
existe nécessairement un n € N tel que fn) (a) Æ 0 ; le plus petit entier m > 1 
tel que fm) (a) £ 0 (donc, f0) (a) = 0, j < m) définit l’ordre m du zéro a 
de f. 

Pour une fonction non identiquement nulle f : R — R, même indéfiniment 
dérivable, un zéro de f n’a pas besoin d’être isolé et il n’a pas nécessairement 
un ordre fini. Par exemple, soit f : R — R la fonction de Cauchy, définie 
comme Suit : : 

CEE /z siz>0 
0 Ste 0 
on vérifie que f(%)(0) = 0, n € N, et que f € C'(R) ; (0) = 0 mais 0 n’est 
pas un zéro isolé de f ; de plus, 0 est un zéro d’ordre © de f. 

L'application la plus fréquente que nous ferons du corollaire 5.2.3 sera 
dans la forme suivante : on a deux fonctions f, g holomorphes dans un domaine 
AN de €; si f(z) = g(z) pour z € E, E étant une partie de 2 telle qu'un 
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des points d’accumulation de E est contenu dans #2, alors f = g dans #2 ; 
le plus souvent Æ sera un segment ou une partie d’une courbe ou un disque 
ouvert contenu dans #2. Cette discussion nous permet d'introduire la notion du 
prolongement analytique. 


5.2.5 Prolongement analytique 


Soit f : X — C, X étant un ensemble non vide contenu dans C ; si V est 
un domaine tel que V > X, V # X,et g € H(V) est une fonction telle que 
g(z) = f(x) pour z € X, on dit que g est un prolongement analytique de f 
à V (ou dans V). Supposons que X possède au moins un point d’accumulation 
a € X ; par exemple, X peut contenir un segment ou un morceau d’une courbe 
ou un disque ouvert ; alors un prolongement analytique g de f à un domaine 
V contenant X est unique si un tel prolongement analytique existe. En effet, si 
he H(V)et jÈe — f, alors h(c) = ff) = (0), 7€ X ; d'apres letorellaire 
528) onaurag— h1dansie 

Considérons quelques exemples ; soit X = R CC; si f : À — € avec 
f(x) = e? (ou cosx ou sin), alors on sait que f possède un prolongement 
analytique à C tout entier donné par g(z) = exp z (ou cos z ou sinz), z € C. 

D’après la discussion, ces prolongements analytiques à € sont uniquement 
déterminés par les fonctions correspondantes définies dans R. 

Par contre, avec f(x) = e”l/® six > O0et f(x) = 0 si x < O (la fonction 
de Cauchy), f ne peut pas avoir un prolongement analytique g à un domaine 
quelconque V contenant R; en effet, puique ft) (0) = 0, n € N, on aura 
nécessairement g(%)(0) = 0, n € N, d’où g = 0 dans V (corollaire 5.2.3(i)) ce 
qui contredit le fait que g(x) = f(x) si x € R (par exemple f(1) = e # 0). 

Etant donné une fonction f définie dans une partie X de C, il n’est pas 
toujours facile de savoir quels sont les prolongements analytiques possibles pour 
f. Nous étudierons cette question dans la suite à plusieurs reprises. La méthode 
générale consiste dans une nouvelle définition de f valable dans un ensemble E 
ayant une intersection substantielle avec X de sorte que l’on puisse utiliser le 
corollaire 5.2.8(ïi). Donnons un exemple simple pour illustrer ces propos : soit 


CO 


f(z)= Dee 2 E B(0:1). 


n—Ù 


La définition donnée pour f décrit cette fonction seulement pour z dans 
le disque unité ouvert B(0;1) ; or un calcul simple montre que la somme de la 
série (qui converge seulement pour |z| < 1) est (1+ z)-! ; en posant 


g)={i+z) :, zec\{-1}, 


on obtient un prolongement analytique de f. 


L'exemple précédent est très simple parce qu’on avait une expression 
exacte déduite de la description initiale de f ; donnons un autre exemple du 
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même type en principe mais où la possibilité d’un prolongement analytique est, 
a priori, moins évidente : soit (la fonction zêta de Riemann) 


co 
G{s) = Dai : Res > 1; 
mil 


la définition de € sur l’ensemble Res > 1 est telle qu’elle ne se généralise pas 
directement pour les valeurs de s telles que Res < 1 ; en fait, on peut démontrer 
que la série de Ç((s) est divergente si Res < 1 ; elle est normalement convergente 
pour Res > 1+6 (6 > 0 quelconque) et on verra que ceci entraîne que € est 
holomorphe dans Res > 1. Une analyse plus fine montrera que Ç possède un 
prolongement analytique à € \ {1}, un résultat qui est difficile à prévoir après 
une inspection superficielle de la série qui définit €. 

Les deux paragraphes qui suivent concernent quelques questions topolo- 
giques dans C. 


5.2.6 Exhaustion compacte 


Soit {2 une partie ouverte non vide de € ; une suite Re ...de 


parties compactes forme une exhaustion compacte de {2 si 
OO 
KG A Er MEN et Lie: 
n=1l 


Dans ce paragraphe nous démontrons le lemme suivant. 


LEMME. Toute partie ouverte non vide {2 de € possède une erhaustion com- 
pacte. 


Pour la démonstration du lemme (qui a une généralisation dans un espace 
R\ quelconque), il est commode d'introduire la notion de la distance d(z, À) 
d’un point z € € à une partie non vide ACC: 


d(z, A)=inf{|z-al:a € A}. 


Une discussion de la fonction z ++ d(z, À) est donnée dans la section 1.9 (vol. 1) 
dans le cadre de RŸ : ici nous donnons les propriétés simples dont nous aurons 
besoin immédiatement. On a 


[d(z, À) — d(w, À)| Pub CC (5.1) 
En effet, 


d(z, À) < inf {lz — wl + fw — al} < |2-— w| + d(w, À) 
a 


et, de même, 
d(w, À) < |w — z| + d(z, À) 


d’où résulte (5.1). 
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Une conséquence immédiate de (5.1) est que z + d(z, A) est une fonction 
(uniformément) continue de z € C ; de plus, 


de 1) = À, (52) 


Passons maintenant à la démonstration du lemme. Si f2 = C, les disques fer- 


més B(0;n), n € N*, forment évidemment une exhaustion compacte de C ; 
supposons que $2 £ C ; donc {2° est une partie fermée non vide de €. Posons, 
DOuRn=Ul 2 


1 
Kn={2eC:d@,09> 2, ai<n} ; 


alors, Kn C #2, KA est fermé (car z + d(z, 92°) est continue) et borné donc 
compact ; de (5.2) (avec À = À = 92°), on a 


Il reste à vérifier Kn C Ke n € N° ; en effet, si z € Kh on vérifie que 
B(z; En) € Kn+1 (5.3) 


Si En = l1/n — 1/(n +1), ce qui établit que z € pen ; pour vérifier (5.3), on 
note que si w € B(z;€h), alors 


lwl <[w—2|+12| <en+n<n+i 
et, pour a € #2°, 


1 1 
w — a] > [2 — a] — |w — 2] > — — lw — Ce eZ 
| 1 | — ju A2 fu 1? = ., ni 


d’où d(w, 2°) > 1/(n +1). 
Le lemme est donc démontré. 


5.2.7 Ensembles discrets 


Soit f2 une partie ouverte non vide de C ; un sous-ensemble D de f? s’ap- 
pelle un ensemble discret dans {2 si D ne possède aucun point d’accumulation 
dans #2. Un exemple simple illustre cette définition, soulignant l'importance de 
la qualification «dans #2 ». Soit 


1 1 
DURE eee 
{ 2 n } 


on voit que D est un ensemble discret dans B(0 ; 1) maïs il n’est pas un ensemble 
discret dans B(0;2) car 1 € B(0;2) et 1 est un point d’accumulation de D. 
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Les notations étant comme ci-dessus, démontrons ce qui suit : si D est un 
ensemble discret dans #2, alors D est au plus dénombrable et on peut énumérer 
les éléments de D comme a1, a2, ... avec 


ESURESTAES 


En effet, si {Kn}hen- est une exhaustion compacte de #2 (8 5.2.6) alors, pour 
chaque n € N*, 
De DIN, 


est un ensemble fini car, dans le cas contraire, on aurait un point d’accumulation 
de D dans Kn C #2 (d’après le principe de Bolzano-Weierstrass). Notons que 


OO OO 
DIE CN DE DORE IR 


ai n=1 


si Dn = {a1,..., ax, }, on peut évidemment ranger les a; de manière à ce que 
l’on ait 
DEEE" A) 


puisque Dh+1 > Dh, on peut continuer ce processus pour obtenir une énumé- 
ration complète de D. + 


Notons que les points d’accumulation de D dans € (s’il y en a) seront 
contenus dans Fr f2. 

Soit #2 = C ; un ensemble discret D dans € sera appelé simplement un 
ensemble discret ; c’est alors un ensemble au plus dénombrable {a1, a2, ...} tel 
que 

CEA NEANETIES…. 


avec liMmn-_00 [an| = © si l’ensemble est infini. Si D est un ensemble discret 
dans f2, une partie ouverte non vide de €, alors {2 \ D est aussi une partie 
ouverte ; si {2 est un domaine, alors {2 \ D est un domaine. 


En effet, chaque point z € #2 \ D est tel qu’il existe un disque ouvert 
B(z;r) contenu dans {2, n’ayant aucun point de D (car D ne possède pas de 
points d’accumulation dans #2), c’est-à-dire 


Bref) D; 
donc #2 \ D est ouvert. Si {2 \ D est non connexe, on aura 
f2 À 1) = UN 


chaque V; étant ouvert et non vide avec Vi N V2 = Ô ; pour chaque d € D, il 
existe un disque ouvert By centré en d tel que 


END = ONCE 7e 
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Puisque B/, = B4\{d} est ouvert et connexe, B/, est entièrement contenu dans 
Vi ou dans V2 ; posons 


AU er nr. 
de D 


Alors W1, W2 sont ouverts, non vides, disjoints avec 
WMV NE 


ce qui entraîne que $? n’est pas connexe et conduit à une contradiction ; donc 
f2\ D est connexe. + 


Dans la suite nous dirons que « D est discret dans f2 » au lieu de dire que 
D est un ensemble discret dans 2. 


5.2.8 Dénombrabilité des zéros et des pôles 


Soit {2 une partie ouverte non vide de €. Nous considérons une fonction 
f quiest holomorphe dans {2 sauf pour des pôles ; donnons un sens exact 
à cette caractérisation. On a 


f:9— CU {oo}; 


posons en — {2 eu: ff) — co} ; si x € P \P, f est holomorphe dans 
un disque ouvert centré en z contenu dans #2 \ P ; si z0 € P, alors 20 est 
une singularité isolée de f qui est un pôle, c’est-à-dire qu’il existe un B'(20,r) 
contenu dans {2 \ P tel que la partie principale de f dans son développement 
de Laurent dans B’(20;r) contient une série finie de termes. Rappelons que si 
z0 € P alors 
Jim |f(2)] = co ; 

donc il existe alors un B’(20;r) contenu dans 9 \ P tel que f(z) # 0 lorsque 
2e Born). 

Avec les notations et terminologies fixées comme ci-dessus, nous démon- 
trons ce qui suit : soient Z l’ensemble des zéros et P l’ensemble des pôles de f 
dans {2 ; alors chacun des ensembles Z et P est au plus dénombrable, pourvu 
que f ne soit pas identiquement nulle dans aucune des composantes conneres 
de {2 ; on peut écrire 


2101 a. _ 
UE 0e 


la2| 


0 < Jai| < < 

O< Jb1l < Ib] < 

En effet, prenons d’abord le cas où {2 est un domaine ; Z et P sont deux parties 
de {2 sans point commun ; P est discret dans {2 à cause de la définition même 
d’un pôle. Nous savons que {2 \ P est un domaine ($ 5.2.7) ; on en conclut que 


Z est un ensemble discret dans {2 \ P car sinon f = 0 sur {2 \ P (selon le 
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principe des zéros isolés) et P = (, ce qui contredit l'hypothèse que f n’est pas 
identiquement nulle dans #2. Ainsi Z est aussi un ensemble discret dans {? car 
Z ne peut pas avoir un point d’accumulation dans P. Au total, Z U P est un 
ensemble discret dans {2 ; donc Z U P est au plus dénombrable dans 9. 

Si 2 est un ensemble ouvert non vide quelconque de C, on peut toujours 
ÉCTITe V2 — Us {2;, chaque 2; étant un domaine, le nombre des {2; étant au 
plus dénombrable (8 1.4.3). D’après le raisonnement précédent (Z U P)n 0; 
est discret dans {2; d'où 


ZuP={J[zuP)na; 
î 
est au plus dénombrable. Il est facile maintenant de voir.que Z, P et ZU P 
sont discrets dans {2 = |); f2;. Le reste de l'énoncé est une conséquence des 
propriétés des ensembles discrets dans {2 (8 5.2.7). 
Notons que d’après ce qui est démontré ci-dessus, une fonction holomor- 
phe dans une partie ouverte non vide de € sauf pour des pôles est une fonction 
méromorphe dans le sens du paragraphe 4.5.1. 


5.3 THÉORÈME DE LIOUVILLE ET SES GÉNÉRALISATIONS 


5.3.1 Introduction 


Dans cette section nous illustrons avec plus de précisions nos propos 
introductifs du paragraphe 5.2.1. Nous considérons les ensembles |z| > r (r > 0) 
comme des voisinages ouverts du point à l'infini (noté œ et n’appartenant 
évidemment pas à C) ; nous montrons que si f est une fonction entière (c’est-à- 
dire holomorphe dans C), alors une condition sur f dans un voisinage du point 
à l'infini peut déterminer le comportement de f partout. 


5.3.2 Proposition (théorème de Liouville) 


Soit f € H(C) ; si f est bornée, alors f est une constante. 
Puisque f est continue, la condition f bornée dans € équivaut à la con- 
dition f bornée dans |z| > r pour un r > 0: 


sup |f(2)| 00. 
l21>r 


Nous démontrons une proposition plus générale. 


5.3.3 Proposition 
Soit f € H(C) ; supposons qu'il existe M 2 0, a > 0, r > 0 tels que 
Feat 


alors f est un polynôme de degré N < a. 
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DÉMONSTRATION 
Puisque f € H(C) on a 


OO 
ir — Druncte z2EC; 
n=0 


d’après les inégalités de Cauchy (prop. 3.6.4) 


M(ER) 
A? 


lan| < neN, R>0O, 
OU MR) supl1=r|/(2)| : ici nous avons M(R) < MR* si R >r; donc, si 
n > a, 


lan — 0 lorsque À — 


ARn-a 


de sorte que an = 0 pour n > a ; ceci entraîne que 


N 
He) — a das 
n=0 


avec N = [a] = partie entière de a. + 


REMARQUES. Noter que la proposition 5.3.2 est le cas particulier a = 0 de la 
proposition 5.3.3. 

Une autre démonstration du théorème de Liouville (due à Cauchy) est 
indiquée dans l’exercice 6 (sect. 5.10). Le théorème de Liouville donne une 
nouvelle démonstration du théorème fondamental de l’algèbre. Soit p(z) un 
polynôme en z à coefficients complexes de degré n > 1 ; il suffit d’établir que 
l'équation p(z) = 0 possède une racine (8 1.2.3). Supposons le contraire ; alors 
f(2) = 1/p(2) définit une fonction entière ; puisque [p(2)| — co lorsque |z| — co 
(Ex. 3, 8 1.3.5), cela entraîne que f est bornée ; d’après le théorème de Liouville 
f, et par conséquent p, est constante, ce qui est absurde. 


5.3.4 Caractérisation des fonctions rationnelles 


Commençons par une caractérisation des polynômes un peu différente de 
celle donnée par la proposition 5.3.3 ; en fait, elle est un corollaire de la dernière 
proposition. 

Soit f € H(O) ; si lim:)-00[f(2)| = L existe (finie ou infinie), alors f 
est un polynôme. 


DÉMONSTRATION 


Posons g(z) = f(1/z), z # 0 ; alors g est holomorphe dans C* avec 


lim g(z) = f(0) 


Z—+00 
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de sorte que M = sup:1>1|9(2)| S CO Si — lim|;}_00|/(2)| < ©, alors z = 0 
est une singularité artificielle de g; si L est co, z = 0 est un pôle de g, par 
exemple d'ordre n. En tout cas, il existe un entier n > 0 tel que À définie par 


2tu(2) Ste A0 
R(z) = À lim h(w) siz=0 
w—0 
est une fonction entière. De plus, 
n 
ROISMEENEIE 
d’après la proposition 5.3.3, À est un polynôme de degré au plus n d’où 
h(2) = ap +a1z +: +anz" 


ce qui donne 
g(2) = 0027" +a1z "TT +... + an 


et, pour z £ 0, 
1 n n—1 
f() = (=) = 202 DOI 7 Cr. 
Donc f est un polynôme. + 


Nous donnons maintenant une caractérisation classique des fonctions ra- 
tionnelles d’une variable complexe 2. 


Soit f une fonction méromorphe dans C ayant un nombre au plus fini 
de pôles. Si rt ba) — L existe (finie ou infinie), alors f(z) est une 
fonction rationnelle de z. 


DÉMONSTRATION 


Supposons que les pôles de f sont aj,..., an d’ordre Mm1,..., Mn res- 
pectivement. Posons 


sécu ur); (7); 


alors g € H(C). De plus, si 0 < L < oo, [g(2)| — © lorsque |z| — © ; dans ce 
cas, la caractérisation précédente donne que g est un polynôme d’où f est une 
fonction rationnelle. Si L = 0, il existe un r > 1 tel que 


CS Sup | f(2)| < 00 
lzl>r 


et on aura ” 
lg) < Ml, ld>r, 


oùN=mi+::+mn et M est définie comme suit : 


M = (1+|al)"--.(1+/{al)""C ; 
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en effet, si [2] >r > 1, 


ap he 2 
lt) =14" 1 


1——| |f(2) 


m1 | On Mn 
A 


<|e|" Gal) (1 + lan) C. 


La proposition 5.3.3 permet de conclure que g est un polynôme d'ordre au plus 
N d’où l’on obtient de nouveau que f est une fonction rationnelle. + 


5.3.5 Remarques 


Pour mieux comprendre le contenu des deux caractérisations du para- 
graphe 5.3.4, il est utile de considérer le plan complexe C complété par l’ad- 
jonction du point à l'infini co: notons CIC NC} 51 fe CC C'estune 
fonction complexe, posons g(z) = f(1/z), z € C* ; on dit que f est continue 
à oo si lim,_,pg(z) = a € C; on dit que f possède un pôle ou une singu- 
larité essentielle en oo selon que 0 est un pôle ou une singularité essentielle 
pour g. On peut dire que f possède une singularité artificielle en oo si f est 
bornée dans un voisinage ouvert de co, c’est-à-dire dans |z| > r pour un r > 0. 
La première caractérisation du paragraphe 5.3.4 avec L = © dit que si f est 
holomorphe partout et si oo est un pôle pour f, alors f est un polynôme. La 
deuxième caractérisation du paragraphe concernant les fonctions rationnelles 
peut être formulée comme suit : si f est une fonction méromorphe dans € avec 
un nombre fini de pôles, alors f est une fonction rationnelle. 


Par la suite nous rendrons cette terminologie et ce point de vue plus 
précis ; € deviendra une surface de Riemann compacte, le point © deviendra 
un point comme les autres points de € et les notions de continuité, pôle, etc., 
au point co introduites ad hoc ci-dessus correspondront aux notions usuelles 
analogues sur une surface de Riemann quelconque. 


Pour l'instant notons que dans la classe des fonctions entières, seules celles 
qui ont une singularité essentielle en oo sont différentes des polynômes ; ces 
fonctions entières non polynomiales manifestent alors une grande fluctuation 
dans un voisinage ouvert quelconque de oo, comme prévu par le théorème de 
Casorati-Weierstrass ou par le théorème de Picard mentionné auparavant. 


5.3.6 Fonctions doublement périodiques 


Une fonction f : € — C est doublement périodique s’il existe deux 
nombres complexes non nuls T1, "2, avec r1/T2 non réel, tels que 


HER CM AE Cv 


Démontrons le théorème suivant (attribué souvent à Liouville). 


Une fonction entière doublement périodique est constante. 
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DÉMONSTRATION 


Posons 
aa EE PR ES C7 OI 


puisque 71/7 € R, F est un parallélogramme dans C ; vérifions que pour tout 
z € C, il existe deux entiers n1, n2 tels que 


2 —(niT1 + nom) € F. 


En effet, € étant un espace vectoriel réel de dimension 2, et 71, 2 étant R- 
linéairement indépendants, il existe c1, c dans R tels que 


2 CITE Te, 


écrivons C1 = n1 + @1, C2 = n2 + a, avec n1, n2 dans Z et @1, ao dans LOS 
alors 
2 — (niT1 +2) = a + an EF. 


T2 


Li 


Fig. 5.1 


Puisque 71 et » sont des périodes de f, on a 


f(2) = f(z- (min +n2m)) 


d’où 
sup|f(z)| = sup|f(2)| < oo 
zeC zeF 


(F étant compact et f continue). D’après le théorème de Liouville (prop. 5.3.2), 
f est constante. + 


Le théorème précédent montre que la notion de double périodicité n’est 
pas intéressante si l’on se borne aux fonctions entières. Il se trouve qu'il existe 
beaucoup de fonctions intéressantes méromorphes dans € et qui sont double- 
ment périodiques. On peut considérer ces fonctions comme des applications : 
f:€C — € = CU {co} telles que 


fG+T%)=/f(G), 2€C, j=1,2, 
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avec 71, 72 € C*, 1/70 € R. Les fonctions méromorphes (dans €) doublement 
périodiques s'appellent les fonctions elliptiques ; leur théorie est très riche 
d’enseignements mais nous ne l’étudierons pas ici. 

On a déjà vu (8 2.5.4) la définition des périodes d’une fonction f : C — C: 


Re) 6) 72e 0 


On sait que PF est toujours un sous-groupe additif de C ; si Py n’est pas réduit 
à {0}, f s’appelle une fonction périodique. On a vu des exemples importants 
de fonctions périodiques f (exp, cos, sin) telles que PF = TZ (rm € C*); 
par exemple, si f = exp, T0 = 27i (ou —2xi). Démontrons maintenant que s1 
f € H(C) est non constante, alors PF = {0} ou Pf = roZ pour un rw € C*. 


DÉMONSTRATION 


Notons d’abord que f étant continue, P; est un sous-groupe additif fermé 
der CP nd 7 Tin c0) alors 


1H = Cm CT) 7 EI 


lorsque n — co et T € Pr. 

Ainsi, P- est un ensemble discret dans € car sinon on aurait une suite 
de nombres distincts 7n € Pr, n — T € Pr (n — ©), avec f(z) = f(z +7), 
n > 1, entraînant la constance de f d’après le principe d'identité. D’après 
le théorème qui précède, f ne peut pas être doublement périodique, ce qui 
entraîne que P- est un sous-groupe additif discret contenu dans une droite TR 
avec T € C* si PF # {0}. Il suffit maintenant d'établir qu’un tel sous-groupe est 
nécessairement de la forme 702, rw € C*. L’isomorphisme entre 7R et R donné 
par TtRt,t € R, montre qu’il suffit de considérer le cas d’un sous-groupe 
additif discret G dans R ; puisque G est discret, le nombre 


to =inff{teG:t>0} 


est tel que tp € G et to > 0. Alors G = t9Z car sinon on aurait un t > 0 avec 
te G\toZ;sineNest tel que 


nto <t<(n+ljto, 


alors (£ — nto) € G avec 0 < t — nto < to contredisant la définition detg. + 


5.4 PRINCIPE DU MAXIMUM 


Avant d’énoncer les différentes formes du principe du maximum pour une 
fonction holomorphe, nous donnons une proposition simple mais utile. 
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5.4.1 Proposition (propriété de la moyenne) 


Soit (2 un ensemble ouvert de C, f € H(f2), a € 2. Pour tout r > 0 tel 
que le disque fermé B(a;r) est contenu dans 2, on a 


1 27 


EE a 
_. f(a+re")dt. 


f(a) 
REMARQUE. L'intégrale du second membre s’appelle la moyenne de f sur le 


cercle de centre a et de rayon r. 


DÉMONSTRATION 


Selon la formule de Cauchy 


où 7 est le cercle |z — a| = r paramétré par 
z=at+ret, DÉSERT 


un calcul simple montre que le membre de droite est exactement la moyenne 
de f sur le cercle [2 — a] =r. $ 


5.4.2 Proposition (principe du maximum) 


Soit f une fonction holomorphe non constante dans un domaine 92 de C ; 
alors la fonction z + [f(2)|, z € {2, ne peut pas avoir un marimum relatif dans 
f2 (ce qui veut dire qu’il n’existe pas de point a € #2 tel que | f(a)| _ [f(2)| 
pour tout z dans un voisinage ouvert de a contenu dans #2). 


DÉMONSTRATION 


Supposons, a contrario, que a € {2 est un maximum relatif pour |f|; il 
existe alors r > 0 tel que 


B(a;r) CA et Lf(a)| > |f(2)|, z € B(a;r). 


On peut supposer que f(a) £ 0 car sinon f(z) = 0 pour |z—a| <r et f serait 
constante dans #2 (principe des zéros isolés). Posons g(z) = f(z)/f(a) ; alors 
g € H(9) et ; 

des il, |g(z)| <isilz—-al<r. 
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Selon la propriété de la moyenne, 


mer it 
1=ga)= | a@+ret)ar 
d’où 7 
= = / Re g(a + ret) dt. 
DT 0 
Puisque 


Reg(a+reît) < g(a + re'?)] MU rer 
la fonction continue h donnée par 
Are 1-Reg(a+re!), (ES Te 


est telle que A(t) > 0 pour t € [0 , 2x] avec 


27 
i h(t) dt = 0. 
0 


Ceci entraîne que h = 0 dans [0, 2x], ce qui veut dire que 
Re g(a + reït) = TENTE ECTS 


puisque 
|g(a + re')] ie 


on en déduit que 
glatret)=1, 0<t<2x, 


c’est-à-dire g(t) = 1 sur le cercle |z — a] = r. Selon le principe d'identité, g = 1 
dans {2, d’où f est constante dans {2, ce qui est une contradiction. + 


Nous donnons maintenant différentes formulations du principe du maxi- 
mum en guise de corollaires de la proposition 5.4.2. 


5.4.3 Corollaire (principe du marimum bis) 


Soit N) un domaine borné de C ; si f : 9 — C est une fonction conti- 
nue non constante telle que f est holomorphe dans {?, alors | f(2)| atteint son 
maximum sur Fr {2 et nulle part ailleurs ; autrement dit, il existe a € Fr tel 
que 

LG] = sul f() = sup |F(2) 
zen AE 


et pour tout b € 92 
| f(b))| < sup|f(z)|. 


AE 
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DÉMONSTRATION 


Notons 
IX = sup|f()] : 
2EX 


Puisque {2 est compact et |f| est continue dans 9, il existe un a € 9? tel que 


MOINE 
Selon la proposition 5.4.2, a doit être sur Fr 9? car sinon a € ? et |f| aura un 
maximum relatif au point a entraînant que f est constante. + 


REMARQUE. On a 


= 15 = fl 0: 


5.4.4 Corollaire (principe du minimum) 


Soit f € H(2), f non constante, 9 un domaine de € ; alors z ++ |f(2)|, 
z € 2, possède un minimum relatif au point a € N si et seulement si f(a) = 0. 


DÉMONSTRATION 


Si f(a) £ 0 mais a est un point de minimum relatif pour |f|, on aura un 
disque ouvert B(a;r) tel que 


ITA NSRTE NES | f(a)| < [f(2)| suz € B(a;r). 


Posons g(z) = 1/f(z2), z € B(a;r) ; alors g est holomorphe dans B(a;r) et a 
est un point de maximum relatif pour |g| ; donc g est constante dans B(a;r) 
d’où f est constante dans 2, une contradiction. + 


5.4.5 Corollaire (principe du minimum bis) 


Soit 9 un domaine borné de € ; si f : 92 — € est continue dans f?, 
holomorphe dans 92, alors ou bien f(a) = 0 pour un a € f? ou bien inf, -5l/(2)| 


= | f(b)| pour un b € Fr f2. 


DÉMONSTRATION 
Supposons que f(z) # 0, z € 9; alors soit il existe un b € Fr tel 


que f(b) = 0, soit f(z) £ O0 pour tout z € 2. Dans le premier cas |f| atteint 
son minimum (égal à 0) au point b € Fr? ; dans le second cas g = 1/f est 
continue dans #2 et holomorphe dans #2. Si g est non constante, |g| atteint son 
maximum sur Fr {2 (corollaire 5.4.3) d’où |f| atteint son minimum sur Fr 9 ; si 


g est constante, f aussi est constante et la conclusion subsiste banalement. + 


REMARQUE. Le corollaire 5.4.5 permet de donner encore une démonstration 
du fait qu’une équation polynomiale P(z) = 0 possède une racine dans € si le 
degré de P > 1. En effet, puisque [P(2)| — co lorsque [2] — co, infl1<r|P(z)| 
ne peut être atteint sur |z| = À si R est grand ; du corollaire 5.4.5 on conclut 
l'existence d’un a tel que [a| < R avec P(a) = 0. 
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5.4.6 Commentaires 


Une conséquence immédiate du principe du maximum (par exemple du 
corollaire 5.4.3) est que si f est holomorphe sur 52 et bornée sur Fr #2 alors 
f est bornée dans #2 pourvu que {2 soit un domaine borné. Cette affirmation 
est en défaut si 2 n’est pas un domaine borné ; ainsi, si f(2) = e*, z2 € C, et 
M=Yz-Rez- 0) ona 


PORN CASE re 


mais sup.en|f(z)| = co. Les théorèmes dits du type Phragmén-Lindelôf 
permettent de conclure que f est bornée en imposant quelques restrictions 
supplémentaires sur f. Pour l’exemple qui précède on peut démontrer ce qui 
suit : supposons que f est holomorphe dans le demi-plan ouvert Rez > 0 et 
continue dans le demi-plan fermé Re z > 0 ; supposons que | f(2)| < M lorsque 
Rez = 0; si 

[f(2)| < aexp(blzl*), Rez>0, 


pour certaines constantes a, b, a telles que a > 0, b > 0 et 0 < @ < 1, alors 
[f(2)| < M. 


Il y a un théorème similaire pour le domaine 
Perle: 
avec 00 < x ; la condition supplémentaire analogue sur f est alors que 
[F()| <aexp(blzl*), ze, 


avec 0 < a < #/269 ; le théorème cité correspond au cas 46 = 7/2. On 
trouve une démonstration simple dans [3, p. 243! et une discussion plus dé- 
taillée dans [6]. 

Les théorèmes du type Phragmén-Lindelôf semblent être très spécialisés 
en première vue ; néanmoins ils ont des applications concrètes extrêmement 
intéressantes comme cela est indiqué dans les références citées. 


5.5 APPLICATIONS OUVERTES 


5.5.1 Préliminaires 


Soit f : 2 — C où {2 est une partie ouverte de € ; on dit que f est une 
application ouverte si pour toute partie ouverte V contenue dans 9, Va) 
est ouvert. 

Rappelons que si f est continue, alors f—!(W) est ouvert pour toute 
partie ouverte W C €; mais, en général, la propriété d’être une application 
ouverte n’est pas une conséquence de la continuité de f ; d'autre part, f peut 
être une application ouverte sans que f soit nécessairement continue. 
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Par exemple, soit f(z) = Rez; alors f : € — € est continue mais 
f(V) CR n’est jamais ouvert si V %# @; c’est un exemple d’une application 
continue, non ouverte. 

Par ailleurs, soit g : 2! — (2 une application bijective et continue entre 
deux parties ouvertes {2/, 2 de C, sans que g soit un homéomorphisme, c’est- 
à-dire sans que f = g_! : 2 — 9! soit continue. Alors f est un exemple 
d’une application ouverte discontinue ; en effet, si V est ouvert, V ©C 2, alors 
W = g=!(V) est ouvert car g est continue et W € 9! ; g étant bijective, 
g(W) = V et 


établissant que f(V) est ouvert si V C 4, V ouvert. Nous ne donnons pas un 
exemple analytique de g ; le dessin suivant montre son existence. 


l 
1 AN! UE. 
ll 
a 
no 
Fig. 5.2 


Nous démontrons maintenant que pour les fonctions holomorphes la si- 
tuation est très simple. 


5.5.2 Proposition 


Soit f : 8 — C une fonction holomorphe non constante, 2 étant un 
domaine de C ; alors f est une application ouverte. En particulier, si V est un 
domaine contenu dans 9, alors f(V) est un domaine. 


DÉMONSTRATION 


Nous démontrons d’abord que f(f2) est ouvert. Soit a € #2 et posons 
b = f(a) ; il suffit de voir que B(b;6) est contenu dans f({2) si ô > 0 est bien 
choisi. D’après le principe des zéros isolés, il existe un disque fermé B(a;r) 
contenu dans f? tel que 


f()-b=f(2)-f(a) #0, 2€ B(a;ir) \{a}; 


posons 


26=inf{|f(z)-bl:zeC} 


Cube) r} =FrB(a;r). Puisque C'est compact et z | (2) — b| 
est continue et strictement positive sur ©, on voit que 26 > 0. Démontrons que 


bb de (Ba n)e(e). 
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Soit w € B(b:6) ; posons g(z) = f(z) —w, z € B(a;r). Size C =FB(a;r), 
on à | f(z) — b| > 26 ; puisque [w — b| < 6, 


[9(z)| = | f(2) — b + b - w| > | FCz) — b] — 1b — w| > 26—-6=6 
d’où on obtient 


[g(z)] > 6 > |b—w| = [g(a)|, zeC=FB(a;ir). 


Fig. 5.3 


Donc |g(z)| n’atteint pas son infimum dans B(a;r) en un point de Fr B(a;r); 
d’après le principe du minimum (corollaire 5.4.5), on à un point Ç € B(a;r) 
tel que g(6) = 0, c’est-à-dire f(C) = w. Ceci établit que w € f(f2) et complète 
la démonstration du fait que f({2) est ouvert. 

Si V est une partie ouverte non vide quelconque de f?, on peut écrire 
V = |), Ba où les B4 sont des disques ouverts contenus dans {2 ; puisque 
(Ba) est ouvert (en appliquant ce qui précède à 2 = B4), on à f(V) ouvert 
car 


HUE): 


Si V est connexe, f(V) est connexe (8 1.4.3) ; ceci établit la dernière affirma- 
tion. + 


REMARQUE. Une généralisation évidente de la proposition 5.5.2 est la sui- 
vante : si f € H(9), {2 étant une partie ouverte non vide de C, alors f est une 
application ouverte pourvu que f ne soit constante dans aucune des compo- 
santes connexes de {2. En effet, 9 = |], fx, chaque 94 étant un domaine ; si 
V est ouvert et V € {2 alors V = US Va où Va = VAN, est ouvert ; puisque 
flo, n’est pas constante, on a f(VA) ouvert pour chaque a (d’après prop. 5.5.2) 
d’où 


HD OA) 


est ouvert. 


Applications ouvertes 269 


5.5.3 Commentaires 


La proposition 5.5.2 est de nature topologique ; néanmoins, elle a des 
conséquences analytiques importantes. 
Supposons que f soit holomorphe dans un domaine # de C ; soient u = 
Re f, v = Im f. Si 
p(u(z),v(z)) = 0, LA ve 


où p: R? — R est une fonction telle que F = w71(0) est une partie de R? avec 
F = , alors f est constante. En effet, on a f() C F ; puisque F = , f(9) 
n’est pas ouvert ; la proposition 5.5.2 entraîne alors que f est constante. 

Les cas particuliers de ce résultat apparaissent par exemple dans l’exercice 
5 (8 1.5.11) où ils sont sensés être des conséquences des équations de Cauchy- 
Riemann. Ainsi, en prenant 


p(x,y) =trouyouzxz?+y?-—0c, 


on obtient que chacune des conditions u = 0 ou v = 0 ou u? + v? = c entraîne 
la constance de f. 

On a déduit la proposition 5.5.2 du principe du minimum (ce qui est un 
corollaire du principe du maximum) ; inversement, le principe du maximum 
est une conséquence facile de la proposition 5.5.2. En effet, soit f une fonction 
holomorphe non constante dans un domaine #? C C ; si B = B(a;r) € {, on 
sait que f(B) est ouvert ; il est immédiat alors qu’une inégalité du type 


[f(a|>1f()|, ze, 


est impossible car, f(B) étant ouvert, sur la droite passant par 0 et f(a) il y a 
des points f(2) avec z € B qui sont plus loin de zéro que f(a). 


Fig. 5.4 
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Notons que la conclusion de la proposition 5.5.2 qui dit que f(V) est 
un domaine si V est un domaine s’appelle un théorème d’invariance des 
domaines ; il est valable généralement pour une fonction continue injective 
f: — R", 9 étant une partie ouverte de RŸ (théorème de Brouwer). 
Mais dans la proposition 5.5.2 on n’a fait aucune hypothèse d’injectivité sur 
f; par contre, f est supposé être holomorphe, c’est une condition beaucoup 
plus forte que celle de la continuité. Si f : #2 — € (f2 domaine de ©) est 
holomorphe et injective, il suit immédiatement de la proposition 5.5.2 que f est 
un homéomorphisme entre les domaines 42 et f({2). On verra dans le chapitre 7 
(applications conformes) que dans ce cas f'(z) # 0 pour tout z € {2 et que 


in 0 


est une fonction holomorphe ; dans le chapitre 7, on étudiera une autre propriété 
géométrique des fonctions holomorphes appelée la conformité. 


5.6 DOMAINES ÉLÉMENTAIRES 


5.6.1 Préliminaires 


Nous avons rencontré le problème suivant à plusieurs reprises (8 3.5.2 ; 
Ex. 30, sect. 3.8 ; & 3.9.1 ; & 4.6.3) : soit {2 un domaine de € ; est-il vrai que 
toute fonction f holomorphe dans {2 possède une primitive dans 2 ? Rappelons 
qu’une primitive de f dans {2 est une fonction F € H(4{2) telle que F’(z) = f(z), 
z € 92. Nous définissons un domaine élémentaire comme un domaine f2? pour 
lequel la réponse au problème est affirmative ; ainsi, un domaine {2 de € est un 
domaine élémentaire si pour tout f € H(42), on a une primitive F € H(Q). 

On a vu qu’un domaine étoilé est un domaine élémentaire ($ 3.5.2) ; par 
conséquent, toute partie ouverte convexe de € est un domaine élémentaire ; en 
particulier, tout disque ouvert est un domaine élémentaire. 

Dans cette section, nous donnons quelques propriétés simples des do- 
maines élémentaires ; leur caractérisation complète sera achevée dans le cha- 
pitre 7. 


5.6.2 Proposition 


Soient (21, {22 deux domaines élémentaires ; si {1 N 2 est non vide et 
connete, alors {2 = {)1 U {2 est un domaine élémentaire. 


DÉMONSTRATION 


Le fait que #2 est un domaine procède de la remarque ci-après ; démon- 
trons que si f € H(9), alors f possède une primitive dans #2. Puisque f2,, 
sont des domaines élémentaires, il existe F; € H(9;), j = 1, 2, tels que 


F(z)= f(), 2€ 05, j=1,2. 
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Alors 
Fi(2)-H(z)=0 size MN, 


d’où la connexité de 21 N 92 entraîne que Fi(2) — Fo(z) = c, une constante 
dans {21 N {22 (8 1.5.10). Posons 


? 


Fa = nue size f 


P(z)+ce size (. 


Alors F est bien définie dans #2 = (1 U M car si z €E MN M,ona Ft) = 
Fc; de plus Me H(P) et AC) pour: € 7 + 


REMARQUE. On sait que si les À, sont des parties connexes de Cet Me 
alors [J, 4a est connexe (vol. 1, & 1.8.3) ; ceci entraîne que 9? ci-dessus est 
connexe ; {2 est ouvert, étant la réunion de deux parties ouvertes. 


1 N 2 connexe f21 N 2 non connexe 


Fig. 5.5 


5.6.3 Proposition 


Soit 21 C 22 C ... une suite croissante de domaines élémentaires ; alors 
D = (Üh51n est un domaine élémentaire. 
EE 


DÉMONSTRATION 


Le fait que {2 est un domaine est une conséquence de la remarque précé- 
dente ; démontrons que si f € H({2) alors f possède une primitive dans 2. En 
suivant la démarche de la démonstration précédente, on établit d’abord que si 
F1 € H(M1), F2 € H(f2) avec Fj(z) = f(2) dans 91 et F5(2) = f(z) dans £, 
alors en passant à F2 + c (avec une constante c appropriée), on aura une primi- 
tive F2 + c de f dans f2 telle que F2(z) + c = F1(2) pour z € f21. Autrement 
dit, on peut choisir, de proche en proche, Fn € H({n), n > 1, tels que 


He 2 40 Flo, = OU 2. 


272 Propriétés générales des fonctions holomorphes 


Il suffit de poser 
F()= Ml) sie 


pour avoir F € H(N) tel que F'(z) = f(z2), z € 42. + 


5.6.4 Remarques 


Les propositions 5.6.2 et 5.6.3, en combinaison avec le fait que les 
domaines étoilés sont des domaines élémentaires, nous fournissent beaucoup 
d'exemples de domaines élémentaires. 


Par exemple, soient 
MEC ne Der re 0) F7 Im 0. 


on voit d’abord que #1 N {22 est connexe, #21 et 22 étant étoilés ; donc £21 U f22 
est un domaine élémentaire ; ensuite, (21 U 22) N {3 est connexe, f23 étoilé, 
d’où 

PLUS US =C\R 


est un domaine élémentaire. Le même raisonnement montre que, pour tout 
nombre réel 4, € \ Ly est un domaine élémentaire où 


Lg = {tet:5> 0}. 


Noter que R_ = y. 

On verra dans la suite que les domaines élémentaires dans € sont ceux 
que l’on appelle en topologie les domaines simplement connexes (vol. 1, 
& 7.10.9) ; cette notion est définie en termes de déformation des lacets (appelée 
homotopie). Mais on peut développer une grande partie de l’analyse complexe 
(certainement toute la matière dans les premiers six chapitres de notre livre) en 
évitant complètement les homotopies et en se bornant à la notion des domaines 
élémentaires. Nous sommes motivés pour suivre cette voie par l’efficacité de 
celle-ci dans l'ouvrage récent de Freitag et Busam [19]. 


Notons que la proposition 5.6.2 provient d’une technique fondamentale 
de la théorie d’homotopie (qui donne le théorème de Seifert-Van Kampen) ; 
pour un exposé élémentaire mais moderne, on peut consulter Fulton ( Algebraic 
Topology, Springer-Verlag, 1995, pp. 197-201). 

5.6.5 Quelques résultats valables dans les domaines élémentaires 


Soit #2 un domaine élémentaire. 


(i) Si f € H(N) et + est un lacet C} par morceaux dans , alors 


fre-0 
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(ii) Soient f € H(9), a € 9, y: un chemin C1 par morceaux reliant a à z 
dans {2 ; alors 


9) = | Wa, z € 2, 


est indépendant du choix de y, ; de plus g € H(9) et g'(z) = f(z), z € 9, 
c'est-à-dire g est une primitive de f dans (2. 


Les affirmations (i) et (ii) sont données explicitement dans le paragraphe 
3.3.3 ; elles sont immédiates à partir de l'existence d’une primitive F de f 
dans 42. 


(ii) Soit f € H(9) ; si f(2) # 0 pour tout z € S2, alors il existe une fonction 
g € H(9) telle que 


e9) = free 


C’est l'exercice 30 (sect. 3.8). Nous écrivons g(z) = log f(z) ; on dit que 
g est une détermination holomorphe du logarithme de f(z) pour z € #2. 
Notons que si g1 est une seconde détermination holomorphe du logarithme de 
f(2) pour z € 2, alors g1(z) = g(z) + 2no7t avec no € Z. 
En effet, si 
e1@) = Pc) RE) 


alors 
e91(2)-9G) -1, zen, 


d’où 

g(z)—g(z)=2n(zri, ze; 
puisque g1 — g est continue dans 2, z ++ n(z), z € #2, est aussi continue ; 
{2 étant un domaine, n(2) est une constante (8 1.4.3). D’autre part, si g(z), 
z € (2, est une détermination holomorphe du logarithme de f(z), z € 2, alors 
g(z)+2norti, z € (2, est une seconde détermination holomorphe ; pour fixer une 


détermination holomorphe, il faut préciser la valeur de g(z9) = In f(z0)+2mori 
pour un z9 € #2 (c’est-à-dire préciser la valeur de mg pour ce point 20 € #2). 


(iv) Une conséquence immédiate de (iii) est que pour tout n € N*, il existe 
une fonction holomorphe hn € H(42) telle que 


hn(z) = f(z), 2€ 4, 


où f € H(N), f(z) Z 0, z € (2. Il suffit de prendre 


hn(e) = exp {7 lo /(2)} 
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où log f(z) est une détermination holomorphe du logarithme de f(z) pour 
z € 9 ; en effet, hn € H(192) et 


hñ(z) = exp{log f(z)} = f(2) 


selon la définition de log f(z) donnée dans (iii). On dit que hA(z) est une 
détermination holomorphe de la n-ième racine de f(z) dans #2. 

(v) En prenant {2 comme un domaine élémentaire tel que 0 # 42, on obtient 
de (ii) qu’il existe une détermination continue (dite aussi holomorphe) 
du logarithme dans {2 (appelée une fonction logarithme dans 92, 8 2.5.8). 
En effet, ici la fonction f donnée par f(z) = z est telle que f(z) # 0 pour 
z € (2 et log f(z) = log z, z € 9, est caractérisé (à une constante additive 
près) par le fait que z + logz, z € (2, est holomorphe (ou continue) et 


ÉXPUOS AE NE Te 


Le point essentiel est que pour les domaines élémentaires {2 avec 0 & 42, 
de telles fonctions logarithmes existent dans 2. On a déjà noté que pour 
{2 = €C* (un domaine non élémentaire), on n’a pas de telles fonctions 
logarithmes (Ex. 45, sect. 2.6). 


5.7 FONCTIONS HARMONIQUES 


5.7.1 Introduction 


On a déjà remarqué (8 1.5.7) que si f est une fonction holomorphe dans 
une partie ouverte non vide #2 de €, alors u = Ref, v = Imf, sont des 
fonctions harmoniques dans 2. Nous prenons comme définition des fonctions 
harmoniques celle qui suit : si À : {2 — R est une fonction de classe C?, étant 
une partie ouverte non vide de €, alors h est harmonique dans {2 si 


Oh Oh 
Ah = —> + — = 
AT Ôy? j 


dans (2. 


La théorie des fonctions harmoniques dans des parties ouvertes de € 
(c’est-à-dire de R?) est intimement liée à la théorie des fonctions holomorphes ; 
il existe aussi une théorie des fonctions harmoniques dans des parties ouvertes 
de RŸ (pour N > 2) qui est similaire sans être identique. Bien entendu, dans 
RV (avec N > 3) il n’y a pas une théorie des fonctions holomorphes comme 
dans le cas N = 2; néanmoins, on peut développer une théorie riche autour 
des solutions de l’équation de Laplace 


Ah 10 
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(in = > 'E dh/0r° si k est une fonction de N variables réelles) et de l’équa- 


tion de Poisson 


AT. 


La discussion de cette section à comme objectif d’établir les relations 


étroites entre les fonctions harmoniques dans R? et les fonctions holomorphes 
dans C ; elles servent de modèle aussi pour la théorie dans RV. Notons que 
la théorie des fonctions harmoniques dans R = R! est simple ; il s’agit ici des 
fonctions x ++ h(x) (x étant dans un intervalle ouvert de R) telle qu h”(x) = 0 
de sorte que h(x) = ax + b (fonctions affines) pour à, b constantes réelles. 


5.7.2 Proposition 


Soit {2 un domaine de C. 


(i) Si f, g sont deux fonctions holomorphes dans {2 et Re f = Reg dans {?, 
alors f — g est une constante qui est un nombre purement imaginaire (de 
la forme ic, c E R). 

(ii) Soit (2 un domaine élémentaire (sect. 5.6) ; si u est une fonction harmo- 
nique dans 9, alors il existe une fonction f holomorphe dans {2 telle 
que u = Re f dans 9 ; f est unique à une constante additive (purement 
imaginaire) près. 


DÉMONSTRATION 


(i) & = f — g est holomorphe dans {2 avec Re = 0 dans {2 ; on en déduit que 
w est une constante (8 5.5.3) laquelle est forcément de la forme ic, c réel. 


(ii) Posons 


1. 


—, 1 ; 
9 = Uz — y ; 


g est une fonction de classe C 1 dans 9 telle que Re g et Im g satisfont aux 
équations de Cauchy-Riemann : 


0 0 

3 Ur = Ugr = —Uyy = à (—u,) _ 64) 
Ne RER CN Et (5 5) 
Ô Ur Ury Ôx YU} VX s 


(5.4) vient du fait que Au = 0 ; (5.5) vient de l'égalité des dérivées mixtes. 
On conclut (8 1.5.6) que g est holomorphe dans {2 ; puisque 92 est un 
domaine élémentaire, g admet une primitive F dans (Soit RE ur, 
Im f = b; alors on sait ($ 1.5.6) que, dans (2, 


f °1/ Ge} 
D 0 D, = 
(à cause des équations de Cauchy-Riemann) d’où 


Tres UE 7 of 
f =g=ux;—1uy 
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donne que u, = a, et uy = a, dans {? ; on conclut que grad(u — a) = 0 
dans {2 d’où u = a + c dans f, c étant une constante réelle. Ainsi, 


u = Re(f+c) =Ref 


avec f=f+c. + 


5.7.3 Propriétés des fonctions harmoniques 


Les propriétés qui suivent sont des conséquences immédiates de la propo- 
sition 5.7.2. 


(i) Si u est harmonique dans une partie ouverte non vide f2 de C, alors 


u ECX(N). 


En effet, dans tout disque ouvert B(a;r) = B € {, u = Re f pour une 
fonction f holomorphe dans B ; puisque f est indéfiniment dérivable dans B, u 
aussi est indéfiniment dérivable dans B ; ceci étant pour tout disque B contenu 
dans 9, on a u € C%(9). + 


(ii) Soit {2 un domaine de C ; si u1 et ua sont deux fonctions harmoniques 
dans {2 telles que u1 = u2 dans une partie ouverte non vide V de S), 
alors u1 = u2 dans (2. 


En effet, si u = u1 — u2, il faut établir que si une fonction u harmonique 
dans {2 est nulle dans V, alors u = 0 partout dans #2. Ceci est immédiat si 
{2 est un domaine élémentaire car alors u = Re f avec f holomorphe dans {2 
(prop. 5.7.2(ii)) ; dans ce cas, si u = 0 dans V C 42, f est constante (pure- 
ment imaginaire) dans V (8 5.5.3), donc (8 5.2.3(ii)) dans #2 d’où u = 0 dans 
f2. Considérons maintenant le cas où f? est un domaine quelconque ; soit E 
l’ensemble des points a de {2 tels que w = 0 dans un disque ouvert contenant 
a et contenu dans f2. Il est clair que E est ouvert ; si {2 \ E n’est pas vide, 
il contient un point b tel que pour un disque ouvert B(b;r) contenu dans #, 
B(b;r}NE est non vide (car sinon {\ E sera ouvert dans #2 et 9 = EU(N\E) 
contredit la connexité de #2). Si a € B(b;r)N E, il existe un disque ouvert D 
tel que a € D C B(b;r) avec u = 0 dans D ; puisque B(b;r) est un domaine 
élémentaire, u = 0 dans B(b;r) et bE E, ce qui est une contradiction. + 


Notons que, contrairement aux fonctions holomorphes, une fonction 
harmonique peut s’annuler sur un arc sans être identiquement nulle ; ainsi, 
u(z) = Rez, z € C, est une fonction harmonique non identiquement nulle, 
s’annulant sur l’ensemble {z : Re z = 0}. 
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(ii) (Propriété de la moyenne) 
Soit {2 une partie ouverte non vide de € ; si u est une fonction harmo- 
nique dans {2, alors 


dès que B(a;r) C {. 


DÉMONSTRATION 


Si $2 est un domaine élémentaire, u = Re f avec f holomorphe dans 
9 (prop. 5.7.2(ii)) ; alors le résultat est une conséquence de la propriété de la 
moyenne des fonctions holomorphes (prop. 5.4.1) en passant aux parties réelles. 


Si {2 est quelconque, il existe un p > 0 tel que 


D ace > (Ce (Les 


en effet, si p = d(a, 12°) (8 5.2.6), on a p > r car B(a;r) C 4? ; on vérifie que 
ce p nous suffit. Puisque B(a, p) est un domaine élémentaire, la propriété de 
la moyenne en question résulte du cas précédent. + 


(iv) (Principe du maximum) 
Soit {2 un domaine de € ; si u est harmonique et non constante dans (9, 
alors u ne possède aucun point de maximum ou minimum relatif dans {2. 


DÉMONSTRATION 


Si a est un point de maximum relatif pour uw dans f2, on aura un disque 
fermé B(a ;r) C 9 tel que u(a) > u(z) pour z dans B(a;r) ; la propriété de la 
moyenne donne 
mu 
| 27 


27 : 
u(a) j u(a + set) dt 


pour 0<s< r, d’où les relations 


1 2T 


ie — 
27 0 


u(a) — u(a + set)} dt > 0, 


et la continuité de u entraîne que 
u(a)=u(a+set), OKs<r,0<t<2r. 


Donc u est constante dans B(a;r) € {2 ; de (ii) ci-dessus, on conclut que uw est 
constante dans (2, ce qui est éxclu. Le cas du minimum relatif est analogue ; il 
se déduit par passage de u à —u. + 
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Comme corollaire du principe du maximum, on a le résultat suivant : st 
{2 est un domaine borné et u : {2 — R est continue, u étant harmonique dans 
{2, alors il existe a et b sur Fr {2 tels que 


ua) ue) DE pue 
zef zen 
si u est non constante, a et b sont nécessairement dans 2 \ ® = Fr. La 
démonstration est exactement comme celle du corollaire 5.4.3. 

Une conséquence immédiate de ce corollaire est l’unicité de la solution du 
problème de Dirichlet pour les domaines bornés : soit 2 un domaine borné ; 
siw:Fr 9 — Rest continue (w € C(Fr f)), alors il existe au plus une fonction 
continue u : 2 — R telle que u € C?(N) et 


= O0 dans 2 
Le @ sur Fr f2. 


En effet, si u1 et u2 sont deux telles fonctions, alors vu = u1 — u2 est 
continue dans f?, harmonique dans {? et identiquement nulle sur Fr {2 ; d’après 
le corollaire pré cédent v = (. 

L'unicité formulée ci-dessus est décrite souvent comme suit : une fonction 
harmonique u est uniquement déterminée dans un domaine borné {2 par ses 
valeurs sur Fr {2 ; cette affirmation est en défaut si {2 est un domaine non borné. 
Par exemple, u(z) = Re z = 0 si z € Fr 2 avec 92 = {2 : Re z > 0} sans que u 
soit identiquement nulle dans f2. 

Le problème de Dirichlet pour un domaine borné f2 de € possède une 
solution (donc une unique solution) pour presque tous les domaines bornés ; 
voici un domaine pour lequel le problème n’a pas de solution : soit 2 — 
‘2 02] <1)4lor 


EP NRE Ent 


soit 6 € C(Fr 2) définie par w(z) = 0 si |2| = 1 et (0) = 1.Ilest intuitivement 
évident qu’il ne peut pas y avoir u continue dans {?, u harmonique dans f? avec 
u = @ sur Fr? (cf. par exemple vol. 1, 8 3.6.3) ; mais il n’est pas facile de 
fournir une preuve rigoureuse de la non-existence de u. Voici un raisonnement 
qui peut être complété facilement : supposons que w existe ; posons, pour 8 € R, 


vg(z)=u(zet), zen. 


On vérifie aisément que, pour chaque 6, v9 = @ sur Fr {2 et que vg est continue 
dans {2 et harmonique dans {2 ; de l’unicité de la solution du problème de 
Dirichlet on conclut que u = vg pour tout 0 € R, ce qui entraîne que 


HA = AN 7, 


où h:{0,1]— R est continue, h(0) = 1, A(1) = 0, À de classe C? dans ]0, 1 
avec 


[ee 


k"(r) + Z W(r) = 


Sir 


CONNUE 


en 


Tr 
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cette dernière expression venant de la forme du laplacien en coordonnées po- 
laires (vol. 1, 8 3.8.1). On en conclut que h(r) = alnr +b,0 <r <1,aet b 
étant deux constantes réelles ; or la continuité de À dans [0, 1] avec A(0) = 1, 
h(1) = 0 entraîne que a = b = 0, ce qui donne u = O0 contredisant le fait que 
u(0) = 1. Ainsi, u ne peut pas exister. 


5.7.4 Commentaires 


Pour mieux comprendre la non-existence d’une solution du problème de 
Dirichlet présentée dans le paragraphe précédent, mentionnons la proposition 
générale suivante qui est l’analogue pour les fonctions harmoniques du critère 
de singularité artificielle pour les fonctions holomorphes donné dans le para- 
graphe 3.6.5: soit u une fonction harmonique bornée dans B'(20;r) ; alors 
lim:_,:, U(z) = ao existe ; en posant u(20) = ao, on obtient un prolongement 
harmonique de u en B(z0;r) (Ex. 23, 24, sect. 5.10). 


En admettant cette proposition, démontrons l’impossibilité d’avoir une 
fonction harmonique u dans #2 = B'(0;1) telle que u est continue dans 
B(0;1) = #2 avec u(0) = 1 et u(z) = 0 si |z| = 1. En effet, une telle fonc- 
tion u sera harmonique dans B(0;1) (d’après la proposition citée) et alors 
u = 0 d’après le principe du maximum, ce qui contredit la condition u(0) = 1. 


Si lunicité de la solution du problème de Dirichlet pour les domaines 
bornés est une conséquence facile du principe du maximum, la preuve de son 
existence pour certains domaines bornés est plus difficile. Nous le ferons pour un 
disque ouvert (8 5.7.6) ; un théorème général est le suivant : soit {2 un domaine 
borné tel que aucune composante connexe de Fr {2 ne se réduit à un point ; alors 
pour toute fonction continue @ : Fr {2 — R il existe une unique fonction u, 
continue dans f?, harmonique dans {?, telle que u = & sur Fr 2. On résume cet 
énoncé en disant que sous la condition imposée sur #2, le problème de Dirichlet 
possède une solution (forcément unique) pour toute condition continue au bord. 
On notera que si {2 = B'(0;1), Fr = {0}UC, C étant le cercle |z| = 1 et {0} 
est une composante connexe de Fr f2. Rappelons que la composante connexe 
d’un point a de À = Fr {? est le plus grand ensemble connexe E(a) C A tel que 
a € E(a) (vol. 1, 8 1.8.3). La démonstration du théorème cité n’est pas facile, 
voir [6, p. 332]. Nous reprendrons la discussion de l’existence d’une solution du 
problème de Dirichlet en relation avec les applications conformes (chap. 7). 


On a déjà remarqué le parallèle entre les propriétés des fonctions harmo- 
niques et celles des fonctions holomorphes ; mais on à vu aussi quelques dif- 
férences. En particulier, les zéros des fonctions harmoniques ne sont jamais 
isolés. En effet, soit u harmonique dans un domaine #7 avec u(a) = 0 pour un 
point a € {2 ; supposons que B(a;r) C 42 et posons C+ pour le cercle |z —al=t; 
si u n’est pas identiquement nulle sur C7 (sinon on aurait u = 0 dans B(a;r)), 
u prend des valeurs aussi bien strictement positives que strictement négatives 
sur Cr (d’après le principe du maximum ou d’après la propriété de la moyenne). 
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Puisque C- est connexe, u possède un zéro sur C- ; ce raisonnement appliqué à 
Ci pour 0 < t < r donne que w possède un zéro sur chaque cercle C4 établissant 
notre affirmation. 

On peut dire que les fonctions harmoniques sont plus souples que les 
fonctions holomorphes ; c’est la raison pour laquelle on peut résoudre toutes 
sortes de problèmes de Dirichlet (qui concernent les fonctions harmoniques). 

Donnons une démonstration pour une affirmation avancée dans le pa- 
ragraphe 1.5.8 au sujet des fonctions harmoniques polynomiales : soit p une 
fonction polynomiale réelle homogène de degré n > 0 en x, y ; si p est harmo- 
nique, alors p = aP +bQ, a et b réels, P = Re2", Q = Im 2" (avec z = r+iy). 
En effet, p = Re f, f étant une fonction entière ; soit f = p + iq ; notons que, 
d’après les équations de Cauchy-Riemann, 


f'(z) = Dip(z) — i Dop(x) 
f"(2) = Dip(z) — iDoDi1p(2) 


FA (2) = DÉp(z) — à DD lp(2) 
où D1 = 0/07, Di = 0/0y. Puisque 


nm 
pe) = D az" y" À 
k=0 


(les ax étant dans R), on voit que 
Dip(0) =0, D2Di p(0) =0 


pour k # n d’où f%)(0) = 0 pour k £ n. On conclut que AC) ae CT 
d’où 
pa) = Reel ; (az + az”) 


ce qui prouve l’affirmation. 
Cette démonstration est adaptée de [2, p. 74]; ce livre donne une intro- 
duction moderne à la théorie des fonctions harmoniques dans R". 


5.7.5 Formules intégrales de Poisson 


Soit u une fonction harmonique dans B(0; R1) ; alors u = Ref, f étant 
une fonction holomorphe dans B(0; R1) ; on peut supposer que f(0) est réel, 
ce qui rendrait f unique (prop. 5.7.2). Alors pour 0 < R < R1 on a les formules 
suivantes : 


1 27 Reît ae À it 
1 27 R? _ A . 
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DÉMONSTRATION 
On a 


[ee] 
He) EN er er (5.8) 
n=0 
où € = f(0)ERete EC,n>1.Si0<R< Pi, 


OO 
it — it 1 int |, = int 
u(Re”) =Ref(Re Et DR Eee +êne 7#) 


nil 


la série étant normalement convergente pour t € [0, 2x]. 
En intégrant terme à terme, on obtient 


27 A 
Î u(Re‘) dt = 2r co 
0 


27 . . 
7 u(Rettje "tdt= R'rcn, n>1 
0 


car 
DT 
ï ektdt=0 sik est un entier 0 
0 


En introduisant ces expressions pour €, dans (5.8) on obtient, pour |z| < R, 


la it ACTE it int 
= En Ain 
ré = = u(Re ve o = | u(Re”)e dt 


d 27 . 4 Æ z \n 
_ u SES 
= u(Reft) 1+2) (pr) dé, 
n= 


l’échange de la somme et l'intégrale étant justifié par la convergence normale 
de la série. Puisque 


a 
5 0 Reid 

ere ( : ) = ; Ù 
2 Reît Rett -z 


la formule (5.6) est établie. La formule (5.7) s’obtient à partir de (5.6) en 
prenant les parties réelles des deux membres. 

L'intérêt des formules (5.6) et (5.7) est qu’elles déterminent f et u dans 
|z| < R à partir de la connaissance de u sur le cercle |z| = R, en supposant que 
f(0) est réel. Notons que pour z = 0, la formule (5.7) devient simplement la 
propriété de la moyenne pour u. 

Posons v(z) = Im f(z) ; on dit que v est une fonction harmonique con- 
juguée à u (8 1.5.7) dans le sens que u + iv = f est holomorphe ; le choix de 
u(0) = f(0) réel entraîne que v(0) = 0, une normalisation qui rend la fonction 


282 Propriétés générales des fonctions holomorphes 


harmonique conjuguée à u unique. En prenant les parties imaginaires des deux 
membres de (5.6), on obtient une formule explicite pour déterminer v(z) dans 
|z| <_R à partir de u sur [z] = R 


27 : = ë 
U(z) = =] 2Rel sine 4), Reit) de (5.9) 
27 |R eït = z| 


où z=|2le,0<}|z<R. 
Notons que les formules (5.6), (5.7) et (5.9) se transposent facilement au 
cas de B(a; R1) ; par exemple, si u est harmonique dans B{(a; R1}), on aura 


1 sl R? —… 212 / 
a+z)= — ——— u(a + Re”) dt (5.10) 
OR IME EE 


pour z tel que |z| < À. Il suffit de poser h(2) = u(a+2) pour avoir une fonction 
h harmonique dans B(0; R1) et appliquer la formule (5.6) sur h pour pouvoir 
en déduire (5.10). 

Pour |2| < R, [| = À, posons 


Le LÉ 
P(z,0) = Re (=) - = LÉ : (5.11) 
ME KE 


la fonction P s'appelle le noyau de Poisson pour le disque ouvert B(0;R). 
Notons quelques propriétés élémentaires de P : 


(i)z + P(2,0) est une fonction harmonique strictement positive pour 
lzl < ER; 
(ii) toujours pour |z| < R: 


(in) poun|Cal = RACE EDEN 


im {sup P(2,0)} = 


260 (|Ç—Col>6 


En effet, (i) est une conséquence immédiate de la définition (5.11) de 
P(z2,0) ; (ii) vient de (5.7) avec u = 1 ; pour (ïüi}, on observe que 


[6 — 21 = 16 — Go + Co — 21 > |Ç — Col — [Go — z| 
donne, pour |z— (ol < 6 et [C — ol > 6 
KG 2° > (6—Ic0 — 21)? 


et 
kR? |z[? 


PO < — 
(6 — [Go — z1)” 


ce qui établit l’affirmation de (ii). 
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Notons une forme réelle de P(z,6) qui est souvent utilisée : si z = r ei0 
( = Re‘, alors 


J 


R? —… r? 
P a 
(0) R? — 2rR cos(0 — t) + r? 


MEET Nr 

Nous démontrons maintenant qu’avec l’aide de P(z2,6), on peut donner 
une solution explicite au problème de Dirichlet pour le disque B(a; R) : trouver 
une fonction réelle u, continue dans B(a; R), harmonique dans B(a; R), telle 


que u = Y sur le cercle |z — a| = R où est une fonction réelle continue donnée 
sur ce dernier cercle. 


5.7.6 Proposition (théorème de Schwarz) 


Soit w une fonction réelle continue définie sur le cercle |z—a| = R ; alors 
la formule 


1 
u(a+z) = € 27 
p(a +2) lent 


27 
it it ; 
jh P(z,Re“)p(a+Re”)dt silz:i<ÆR (5.12) 


définit une fonction u harmonique dans B(a; R), continue dans B(a; R) et égale 
à @ sur le cercle |z — a| = À. 


DÉMONSTRATION 


Pour simplifier l'écriture nous prenons a = 0 ; alors, pour |z| < R, 


_ 
7 2r 


“ it He 
u(z) ji P(z2,Re") p(Re‘*) dt = Re(f(z)) 


où | 
2T it ; 1 
nm: Re”+2z et) àt =] PHEEU) dw , 
rJjpo he D ED a 


1Q 


7 étant le cercle [w| = R donné par y(t) = Reît, 0 <t < 27. De la proposition 
3.4.6, on conclut immédiatement que f est holomorphe dans le disque LR 
d’où l’on obtient que u = Re f est harmonique dans B(0 ; R) ; nous démontrons 
maintenant que 


lim u(z) = (Co) (5.13) 


z—(0 


où |Co| = R et z — Ç par valeurs de z telles que [2] < R. 
Pour établir (5.13), on utilise les propriétés (i), (ü) et (ii) de P(z,0) 
établies au paragraphe 5.7.5. Si [2] < Ret [Ço] = R,ona 


1 r2T 


u(e)— (Go) = 7] PU Re) (Re) dt — (Co) 


1 2T 


th P(z,Reït){p(Re"*) — p(Co)} dt 
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d’après la propriété (ïi) de P ; d’après la propriété (i) de P, on a 


| ( 1e 3 ln di it R GES dt 
(2) = el@o)| < 7 JPG, Reft)le(Ret) — v(@)| 


=h+B 

où L1 est la quantité qui vient de l’intégrale étendue sur 

{te[0,27]: LR et — Col < 6} 
et 12 celle qui vient de l'intégrale étendue sur 

(1e|0 271 LR et — Col > 6} 
avec 6 > 0 choisi comme suit : pour € > 0 donné, 6 est tel que 0 <ô< Ret 

\p(R e't) — p(Co)| eo 

Ce choix de 6 est possible à cause de la continuité de & au point Co ; si 


M= sup [o(Reï)|, 
O<t<27 


on aura, d’après la propriété (ii) de P, 


HSE OT SM Ep Pl (E10) 
|—Col>6 


d’où 
lim suplu(z) — p(Co)| < € 


z—(0 


d’après la propriété (iü) de P ; € > 0 étant arbitraire, on conclut que u(z) — 
p(Co) lorsque z — Co. + 


REMARQUE. Le lecteur débutant doit examiner attentivement la différence 
entre la proposition 5.7.6 et la formule (5.7) (8 5.7.5) ; la première entraîne (5.7) 
immédiatement mais (5.7) est loin de suffire pour démontrer la proposition 
5.7.6. Il est intéressant de lire l’article de H. A. Schwarz à ce sujet (cf. ses 
Œuvres, vol. 2, pp. 175-210) ; son article a été publié dans le journal de Crelle 
(vol. 75, 1872), une version préliminaire existait déjà dès 1870. Il semble que 
beaucoup de mathématiciens de cette époque n’appréciaient pas clairement 
les différences entre (5.7) et (5.12) ; cependant il faut ajouter que, même si 
la proposition 5.7.6 est généralement attribuée à Schwarz, le mathématicien 
Prym dans un article du journal de Crelle (vol. 73, 1871) s'était aperçu de 
l'importance de celle-ci et avait donné une démonstration indépendante de 
cette proposition. La priorité de Schwarz reste néanmoins incontestable car sa 
version de 1870 est mentionnée par Prym dans son article de 1871. 
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Nous aurions pu ne pas présenter la discussion du paragraphe 5.7.5 car 
celle-ci est une conséquence immédiate du théorème de Schwarz. Mais il nous 
paraît évident que c'est précisément (5.7) qui motive le théorème plus général 
de Schwarz ; la dénomination «noyau de Poisson» est largement justifiée par 
le fait que Poisson a utilisé la formule (5.7) dans ses nombreux écrits (sur 
des problèmes aussi bien de mathématiques que de physique mathématique) 
pendant les années 1820-1835. 


5.7.7 Caractérisation des fonctions harmoniques par la propriété de 
la moyenne 


Soit u : {2 — R une fonction continue, f2 étant une partie ouverte non 
vide de € ; on dit que u possède la propriété de la moyenne localement 
(dans 92) si pour chaque a € 42, il existe un p > 0 (p dépend de a) tel que 
B(a;p) C Net 


27% . 

== u(a+ret)dt = u(a) pour 0 <r <p. 
27 0 

Si u possède la propriété de la moyenne localement, alors u est harmonique. 


DÉMONSTRATION 


Nous démontrons d’abord que si D est un disque ouvert tel que Dienp 
alors 
M = supu(z)=u((), m= inf u(z) = u(r) 
zED z€D 
pour 7, € € FrD (u atteint son supremum et infimum dans D sur le cercle 
Fr D) ; il suffit d'établir l’affirmation pour M, celle pour m en sera une consé- 
quence en passant à —u. Posons 


A1={2ED:u(z)<M}, A2={2ED:u(:)=M}; 


il est clair que A1 et A9 sont disjoints, A1 U A2 = D et A1 est ouvert (car u est 
continue) ; démontrons que A2 est aussi ouvert. En effet, si z € À), la propriété 
de la moyenne locale entraîne que 


2T 0 
pour 0 & 7 < ro avec B(z;r0) © D ; donc u(z+ret) = M pour 0 <r < ro car 
1 27 " 
(NE = {M-u(z+re ji Gr 
27 0 
Puisque D est connexe, un des deux ensembles A1, 42 doit être vide ; si A1 = Ü, 


Ou 40 — DiCt u(z) = M dans D ; si A9 =, on à Ai = DetÇEe FrD (noter 
que la compacité de D entraîne que € existe dans D). 
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Nous démontrons maintenant que u est harmonique dans D dès que D 
est un disque ouvert tel que D C 8 ; en effet, soit À la fonction harmonique 
dans D déterminée par les valeurs de « sur le cercle Fr D (selon le théorème de 
Schwarz). Alors la fonction g, définie par g(z) = u(z) — h(z), z € D, est égale 
à 0 sur Fr D et g possède la propriété de la moyenne localement dans D ; selon 
ce qui précède 


sup g(z) = inf g(z) =0, 
zED zED 


ce qui veut dire que g = 0 dans D et u = h dans D. Ceci complète la démons- 
tration. + 


5.7.8 Formule de Jensen, fonctions sous-harmoniques 


Soit f une fonction holomorphe dans le disque ouvert B(0;R) ; si f(2) # 
0 pour |z| < R, on a une détermination holomorphe de log f(z), z € B(0;R) 
(8 5.6.5(iü)). Notons que 


Re{log f(z)} =In|f(z)|, 2€ B(0;R); 


donc z2r In|f(z)| est une fonction harmonique dans |z| < R d’où la propriété 
de la moyenne nous donne 


27 ' 
In|f(0)| = = | In|f(r e")| dt (5.14) 


27 
si0 <r < R. Nous donnons maintenant une formule qui remplace (5.14) lorsque 
f possède des zéros dans B(0;r) ; supposons que les zéros de f dans B(0;r) 
sont a1, ..., an (les zéros multiples étant répétés selon leur multiplicité) et que 
0 <la;j| <r, j =1,...,n; nous supposons aussi que f(z) £ 0 si|z| =r; 
alors (formule de Jensen) 


r® il 27 e 
In|f(0)| LL free = | In] f(r e*t)]| de. (AE) 
DÉMONSTRATION 
Posons 
TT Gz-— r2 
sU)= AIT ns 


on voit que g est holomorphe dans un disque ouvert contenant B(0;r) où g(2) 
ne s’annule jamais (car on a justement éliminé tous les zéros de f dans B(0;r) 
en divisant par les z — az) ; observons que, pour chaque k, 
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(et que agz — r? = 0 entraîne que z = r?/ag et r?/ax| > r). On peut mainte- 
nant utiliser (5.14) avec g au lieu de f ; puisque 


|g(r et) = |f(reft)] 


à cause du calcul qui précède, on a 


27 . 
In|g(0)| = _ In] f(r ett)| dt ; 


Or 


- 
lax An 


In|g(0)| =In|f(0)| + Sn = MO) +, ë 
F1 


ce qui donne (5.15). 


REMARQUE. L'utilisation des termes du type 


az — r? 


r(z— a) 
deviendra plus claire dans le chapitre 7 où l’on constatera que 


Tr(z — a) 
az — r2 


établit une transformation bijective du disque fermé B(0;r) en B(0;1) (si 
la| < r) transformant le cercle |2| = r en cercle [w| = 1. 
Une conséquence de (5.15) est 


27 : 
In|f(0)| < = In|f(r e?)] dt ; 


une fonction u : $2 — [—-c, w{ continue dans l’ensemble ouvert non vide #2 
s'appelle sous-harmonique dans {2 si pour tout a € 2 il existeun R>0(R 
dépend de a) tel que B(a; R) C Net 
1 27 , 
u(a) < = / u(a+ret)dt si0<r<R. 
27 Jo 
Alors, on voit que z In|f(z)| est sous-harmonique dans {2 si f est analytique 
dans {2 ; on a vérifié ceci si a = 0 est dans 2, le cas général étant similaire ; il 
suffit de transposer (5.15) à un disque centré en a. 
Nous ne développerons pas ici la théorie des fonctions sous-harmoniques 
(et surharmoniques, où l’inégalité est renversée) ; les fonctions harmoniques 
jouent un rôle important dans l'étude fine des fonctions holomorphes. Une 
monographie introductive récente est [30]. 
La formule de Jensen (5.15) se généralise au cas où f possède des pôles 
65, p 120): 
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5.8 CONVERGENCE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 


5.8.1 Introduction 


Dans la section 2.3 nous avons déjà introduit les problèmes principaux 
concernant la convergence d’une suite de fonctions complexes ; on y a défini 
la notion de la convergence uniforme d’une suite de fonctions et celle de la 
convergence normale d’une série de fonctions. Dans cette section, nous utili- 
serons les mêmes notions pour établir les théorèmes fondamentaux concernant 
l’holomorphie de la limite d’une suite de fonctions holomorphes. 


5.8.2 Convergence uniforme locale 


Soit f? une partie ouverte non vide de € ; soit fn :  — €, n € N. On dit 
que {fn} converge uniformément localement dans {2 (vers f : 9 — C) si, 
pour tout a € (2, il existe un disque fermé D contenu dans #2 avec a € D tel 
que {fn|},} converge uniformément dans D (vers 115) : autrement dit, 


| fn de He = sup | fn(2) — f()| UN rec) 
z€ED 


(cf. 8 2.3.2 pour la convergence uniforme). 


5.8.3 Proposition 


Pour qu’une suite {fn} (fn: —C,nEN, 9 ouvert contenu dans €) 
converge uniformément localement dans {, 1 faut et il suffit que, pour toute 
partie compacte K de 2, ali) converge uniformément dans K. 


DÉMONSTRATION 


Puisque chaque disque fermé est compact, la convergence uniforme sur 
toutes les parties compactes de {2 entraîne la convergence uniforme locale dans 
2. Pour la réciproque, soit K une partie compacte de {2 et supposons que {fn} 
converge uniformément localement (vers f) dans f2. Chaque point a € K est 
dans un disque fermé Da C 2 avec D, contenant a. Puisque Woe est un 
recouvrement ouvert de K' et K est compact, il existe un recouvrement fini de 
K par Da,,..., Don. En écrivant D; pour Da,,ona 


te Dit bo 
d’où 
— tax — — 0 (n — ©). 
If fe < max fr fn, (n — co) $ 
REMARQUE. La proposition 5.8.3 justifie l'appellation « convergence uniforme 
sur tout Compact» comme une description alternative pour «convergence uni- 


forme locale». Nous utiliserons l’une ou l’autre de ces deux terminologies équi- 
valentes selon les convenances. 
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Les propriétés principales de la convergence uniforme locale sont résu- 
mées dans la proposition suivante ; sa partie (ii) est généralement attribuée à 
Weierstrass. 


5.8.4 Proposition 


Soit {2 une partie ouverte non vide de € ; soit fn : 9 — C,ne N; 
Supposons que Hi converge uniformément localement dans { vers f : 0 — C. 


(i) Si les fn sont continues, alors f est continue. 
(ii) (Théorème de Weierstrass) 


Si les fn sont holomorphes, alors f est holomorphe ; dans ce cas, pour 


k e N*, 
dm Mm/(=/%(), 20. 
La dernière convergence est encore uniforme localement dans 9. 


DÉMONSTRATION 


(i) C’est une conséquence immédiate du corollaire de la proposition 2.3.3. 
(ii) D’après le théorème de Morera (8 3.5.5), il suffit d'établir que 


| f(2) dz = 0 (5.16) 


pour tout chemin triangulaire 7 dans {2 ; noter que, d’après (i), f est con- 
tinue dans {2. Mais (5.16) est une conséquence du fait que {_ fn(z) dz = 0, 


neNet 
Jrad lim, f re)de = 0 


en appliquant la proposition concernant la convergence des intégrales le long 
de chemins (8 3.3.2(vi)) ; noter que [7] (l’ensemble tracé par 7) est compact 
et que d’après la proposition 5.8.3, les fh convergent uniformément vers f 
sur [r]. 

Pour z € 9 soit r > 0 tel que B(z;r) € {2 ; la compacité de B{z;r) 
nous garantit que les fn convergent uniformément vers f sur B(z;r), en 
particulier sur le cercle Fr B(z;r) ; si 


Jt)=z+ret, O<t<2r, 


on à, d’après les formules de Cauchy, pour k € N°, 


PO = Jr nEeN; 


| 2ri E AE : 
: k+1 _ k+1 : jure 
Puisque pour w € [7], Ju _ 2| = rt, on voit que, pour k fixe, 
fn(w) f(w) 


CEST ETS 
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uniformément en w € [y] ; on en conclut que 


à (k) —. k! fn(w) 
li e lim — | ———— d 
fe) Î w 


n—00 ” no 271 : 2 


E fu) @ 
7” 2ri Î (w — 2j a 
Deplus 586 Tr) © ona 


#90 1000 = 2 [ ADR ao 
er 


Ori (w s Q) k+1 


si [(C— 2] <r et y est le chemin circulaire précédent ; si [Ç — z| < r/2, on 


aura T 

w-q>5 pourwe li 
M ln = | 

fe k! n TJ IB(z: 
sup |A — PO) < 27 277 TE 
GEB(zr/2) (r/2) 

Puisque 

lim || fn ü Fc si 
on aura ” . 

din [fe = OS» = 0 

ce qui établit la convergence uniforme locale dans 9 de { aie EN- + 


5.8.5 Convergence normale locale 


Pour les séries de fonctions ÿ,, fn, il est commode de traduire la propo- 
sition 5.8.4 en termes de convergence normale locale ; nous supposons que 
În : 9 — C, #2 étant une partie ouverte non vide de C. On dit que )\, fn 
converge normalement localement dans {2 si, pour tout a € (2, il existe 
un disque fermé D C {2 avec a € D tel den fa p converge normalement ; 


ceci veut dire que 
>_/nlln < ce 
n 


ou encore qu'il existe des nombres an > 0 tels que 


| fn (z)| <Qn, 2e Det Do 


n 


Il est clair qu’une série qui converge normalement localement dans {2 converge 
absolument partout dans # et elle converge uniformément localement dans #2 
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(8 2.3.2). Le raisonnement de la proposition 5.8.3 entraîne que la série 3}, fn 
converge normalement localement dans {2 si et seulement si elle converge nor- 
malement dans toute partie compacte K de {2 ; aussi nous parlerons tantôt de 
la convergence normale locale dans {2, tantôt de la convergence normale dans 
toute partie compacte de 2. 


La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de la propo- 
sition 5.8.4; nous la formulons séparément car c’est sous cette forme qu’on 
l'utilise souvent. 


5.8.6 Proposition 


Soit {2 une partie ouverte non vide de € ; soit fn : 9 — C,nEe N; 
supposons que Dh fn converge normalement localement dans {2 et posons 


AD te). AMEN 
n=0 


(i) Si les fn sont continues, alors f est continue. 
(ii) (Théorème de Weierstrass pour les séries) 
Si les fn sont holomorphes, alors f est holomorphe ; dans ce cas, pour 


ke N", 
F0 (2) = 5 F2) 


n=0 
la convergence étant normale localement dans (2. 


DÉMONSTRATION 


Posons 


= » AG) EPA 
s=Ù 


alors {gn} converge uniformément localement dans {2 vers f; on conclut en 
appliquant la proposition 5.8.4 à la suite {gr}. De plus, si BG: rie (on 


k! n(w 
O0 = En dw 


si JC — 2j <r avec y(t) = z2+re,0 <t < 27 ; donc, sif(—2|<r/2,ona 
r 


j POurwEe [y] 


fw — (| > 


et 


(k) k RATES 
ASS hier 
mr lé | 97 (72) 
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Puisque 


D Allzer ni 


On aura 


k 
SDS ee a" 


ce qui établit la convergence normale locale dans {2 de 3, PE + 
REMARQUES. Il faut noter que les théorèmes de convergence contenus dans 
les propositions 5.8.5(ïi) et 5.8.6(ü) n’ont aucun analogue dans la théorie des 
fonctions réelles. En effet, on sait que toute fonction continue f dans [0,1] 
(ou dans une partie compacte de RV) est la limite uniforme d’une suite de 
fonctions polynomiales { f,} (théorème de Weierstrass, vol. 1 8 5.11.5) ; or f 
peut très bien être une fonction non dérivable partout ; dans ce cas, on aura 
une suite { oi de fonctions de classe C'© qui converge uniformément vers f 
sans que { a converge uniformément. Un exemple concret est le suivant : 


do) = : sin(ntz), TER; 


il est évident que fn(x) — 0 (n — ©) uniformément en x € R (car nr = 
1/n — 0, n — ©) mais f{(x) = cosnzx et limn f/(x) n'existe pas si x € 27Z. 
Noter que sizéR, [n(z)| — © lorsque n — oo. 

La conclusion qu’il faut en tirer est la suivante : il se peut qu’une suite 
{ Hi de fonctions holomorphes converge sur un arc sans être localement bornée 
dans un domaine du plan complexe ; cependant, on verra plus tard que dès que 
la suite est localement bornée, sa convergence simple sur un arc quelconque 
entraîne sa convergence sur toute partie compacte de leur domaine de définition 
(pour un énoncé précis, cf. théorème de Vitali, chap. 7). 

Nous donnons encore quelques propositions pour souligner plusieurs 
autres caractéristiques spéciales des suites de fonctions holomorphes qui con- 
vergent uniformément localement. 


5.8.7 Proposition (théorème de Huruwitz) 


Soit {2 un domaine de € ; supposons que fn € H(9) et fn(z) # 0 pour 
toutze fN,neN;si {fn} converge uniformément localement dans {2 vers 
f:9—C, alors f € H(9) est tel que ou bien f = 0 dans { ou bien f(z) £ 0 
pour tout z € (2. 


DÉMONSTRATION 


Supposons que f É 0, puisque f € H({2) (prop. 5.8.4) les zéros de f 
sont isolés dans {2 (sinon on aurait f = 0 puisque {? est connexe). Supposons 
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que f(a) = 0 et que f(z) £ 0 pour z dans B(a;r) C 9; alors, si y est le cercle 
|z — a] = r orienté positivement, on aura 


SI d2=m>0 


nee (Ce) 
où m est l’ordre de multiplicité du zéro a de f ((4.58), 8 4.6.2). Or, pour n € N, 
ANT) 
271 7 fn(2) 


car les f, n’ont pas de zéro dans 4? ; d’autre part, d’après la proposition 5.8.4, 
{ fn/ fn} converge uniformément dans [y] vers f'/f (Ex. 34, sect. 5.10) ; donc 
on aura 


n—00 271 J, fn(z) 2niJ, f(x) 


ce qui est une contradiction. On conclut que f(z) £ 0 pour tout z € S2. + 


IN 6) 
(mi — dz = — d2 =" 0 
im Î 2 ll 2 = fn 


5.8.8 Proposition (théorème d’injectivité) 


Soit {2 un domaine de € ; supposons que fn € H(9) est une application 
injective de 9 dans C, ne N. Si La converge uniformément localement dans 
{2 vers une fonction f : 2 — C, alors ou bien f est constante dans {2 ou bien 
f est une fonction holomorphe injective dans {2. 


DÉMONSTRATION 


Supposons que f n’est pas constante dans #2 ; on sait que f € H(9) 
(prop. 5.8.4) ; soit a € {2 et posons gn(2) = fn(z) — fn(a), z € 2. Puisque les 
În sont injectives dans 2, la suite { fn} est une suite de fonctions holomorphes 
sans Zéro dans le domaine #2 \ {a}; aussi, 9n — {f — f(a)} uniformément 
localement dans {2 \ {a} ; d’après la proposition 5.8.7, { f — f(a)} est sans zéro 
dans {2 \ {a}, ce qui veut dire f(z) £ f(a) pour z € 2, z £a. + 


La proposition suivante montre en quelque sorte la «nature contagieuse » 
de la convergence uniforme des suites de fonctions holomorphes ; de telle conver- 
gence sur une «petite partie » entraïîne celle-ci sur tout un domaine. On verra 
un autre exemple de ce principe dans le théorème de Vitali déjà mentionné 
(chap 


5.8.9 Proposition 


Soit un domaine borné de € ; supposons que fn : ® — € est conti- 
nue et holomorphe dans (2, n'€ N. Si {fnlmo) converge uniformément dans 
Fr #2, alors { fn} converge uniformément dans {2 vers une fonction f : 9 — € 
continue et holomorphe dans 2. 
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DÉMONSTRATION 


D'après le principe du maximum (8 5.7.3) 
[fn — fm]7 = — flip 0 : 


ceci entraîne que fm(z) — f(z) lorsque m — © pour tout z € Het 
fn — il = 0, n — co; la proposition est maintenant une conséquence 
du théorème de Weierstrass ai 5.8.4). + 


5.8.10 Convergence des fonctions méromorphes 


Il est utile de généraliser les notions précédentes au cas des suites { El ou 
de séries à}, fn des fonctions méromorphes dans une partie ouverte non vide 
A de C: il s’agit essentiellement de poser quelques conventions commodes. 
Soit À C  ; on dira que oi converge uniformément sur À s’il existe un no 
(dépendant de À) tel que pour n > no, fn ne possède pas de pôle dans À et si 
ln. converge uniformément sur À ; de même on dira que ÿ},, fn converge 
uniformément sur À s’il existe un no (dépendant de À) tel que pour n > no, 
fn ne possède pas de pôle dans À et si PERS În converge uniformément sur 
A. La convergence normale de 5°, fn sur À est définie de manière analogue 
sauf qu’à la fin on demande que eee În converge normalement sur À. On 
est alors conduit aux définitions suivantes : 


« convergence uniforme locale, 

+ convergence sur toute partie compacte, 

e convergence normale locale, 

e convergence normale sur toute partie compacte ; 


les deux dernières notions concernent les séries de fonctions méromorphes. 
Pour fixer les idées, donnons la proposition suivante : soit D}, fn une série 
le fonctions méromorphes dans {?, une partie ouverte non vide de € ; Ÿ:, fn 
converge normalement (uniformément) localement dans {2 si et seulement si 
elle converge normalement (uniformément) sur toute partie compacte de 9 ; 
dans ce cas f = Ÿ y fn est méromorphe dans {2 et l’ensemble des pôles de f 
est contenu dans la réunion des ensembles des pôles des fn ; aussi, la série 
D_nJn converge normalement (uniformément) sur toute partie compacte de 9 
il D. 

Nous ne donnons pas une démonstration détaillée de cette proposition ; 
il suffira d'expliquer quelques conventions. Soit U une partie ouverte telle que 
U € 2,U compact ; si D}, fn converge uniformément sur toute partie compacte 
de 2, on aura un no tel que les fn pour n > ng n'auront pas de pôle dans U 
et D. fn converge uniformément dans U ; on pose 


2 n= D 2 


n<Nno n>no 
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Il est évident que Rose fn sera une fonction holomorphe dans U et pour 
z EU, on aura 


De CE lo le 


n>no n>no 


le terme Dee fn est une fonction méromorphe dans U, car il est une somme 
finie des fonctions méromorphes. Donc on aura 


HE) = NET PE EN 


Il est utile d'expliquer la notion de somme de deux fonctions f1, f2 méromor- 
phes dans une partie ouverte non vide 9 de € ; supposons que P1 est l’ensemble 
des pôles de f1, P2 celui de f2. Dans 92 \ (Pi U Po), f1 et fo sont holomorphes 
et donc f1 + f2 est holomorphe dans #2 \ (Pi U Po); si a est un point de 
(P1 \ Po) U (Po \ Pi), a sera un pôle de f1 + fo ; si a € P1 N P2, on aura 


ie mn aj(z-a), fo(z) = D Bj(z-0) 
3=m1 J=mMm2 


avec m1, M2 dans Z (séries de Laurent pour f1, f2) pour z dans B'(a;r) C 9 ; 
on aura f1(z) + f2(2) par la somme des deux séries précédentes si z € B'(a;r). 
Il se peut dans ce dernier cas que a ne soit plus un pôle de f1 + fo ; ainsi PU Po 
contient les pôles de f1 + fo mais il peut être plus grand que l’ensemble des 
pôles de f1 + fo. Si Pi N Po = 0, alors P1 U P) sera égal à l’ensemble des pôles 
de f1 + 2. 

De même pour f = ÿ}, fn, somme d’une série de fonctions méromorphes 
convergente uniformément sur toute partie compacte de {2, l’ensemble des pôles 
de f est égal à la réunion des ensembles des pôles des fn si ces derniers sont 
deux à deux disjoints. 

Ces indications nous suffiront en ce qui concerne la somme des fonc- 
tions méromorphes. Le procédé est évident pour définir le produit d’un certain 
nombre de fonctions méromorphes ou le quotient de deux fonctions méromor- 
phes ; il s’agit d'écrire le développement de Laurent autour d’un pôle a et 
d'étudier les opérations algébriques dans un B'(a;r) approprié. 

On peut démontrer facilement que si {2 est un domaine, l’ensemble M(92) 
des fonctions méromorphes dans {2 est un corps ; aussi, si f € M(92) alors 
f' € M(9). Il est bien clair que H(f2) est un sous-anneau de M(4#2). Il est 
vrai mais non trivial à démontrer que si f € M(42) alors f = g/havecgeth 
dans H(9) ; ceci est évident localement autour de chaque point a € 2 mais la 
démonstration globale exige des considérations supplémentaires. 
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5.9 LOGARITHME CONTINU DES FONCTIONS 


5.9.1 Introduction 


Cette section concerne un problème particulier qui est le suivant : soit 
f : À — C* une fonction continue, À étant une partie de RŸ ; peut-on déter- 
miner une fonction continue v : À — C telle que 


expylu)= flu), ue A? 


La fonction continue w, si elle existe, s’appelle une détermination continue 
du logarithme de f. Il est clair que 


pu) =Inf(u)+2rk(uhi, ue À, 


où k(u) € Z,u € À; puisque z + In z est discontinue lorsque z € R_ (ensemble 
des nombres réels < 0), il est évident que la fonction u + k(u) (éventuellement 
discontinue) doit être choisie de telle manière qu’elle compense cette discon- 
tinuité éventuelle de u ++ In f(u). Cette remarque montre que si f(u) # R-, 
u € À, alors 6 = In f est une détermination continue du logarithme de f ; plus 
généralement, si 


f(A) C9 


où {2 est un domaine élémentaire de C* (sect. 5.6) et si z + logz, z € 2, 
est une détermination holomorphe du logarithme dans #2 (8 5.6.5(v)), alors 
w = log f est une détermination continue du logarithme de f. Rappelons que 
les ensembles ouverts étoilés ainsi que € \ Lg, Lg = {t et :1 > 0O},8 ER, 
sont des domaines élémentaires ; l’intérêt de la détermination © = log f est 
qu’elle montre que peut être choisie de classe CE si f est de classe CŸ, avec 
& holomorphe si f est holomorphe (A étant une partie ouverte de C). 

Nous avons déjà remarqué que si f(z) = z, z € C* (ici, À = C*), alors w 
n'existe pas (Ex. 45, sect. 2.6) ; pour que y existe, il faut que À et f satisfassent 
certaines conditions. 

Pour faciliter la présentation, nous introduisons la terminologie suivante : 
si f : À — C*,w:A — C sont continues avec expy = f, nous dirons que y est 
un relèvement de f ; s’il n’y a aucune 4 : À — € continue telle que expw = f, 
nous dirons que f n’admet pas de relèvement. 


5.9.2 Quelques remarques utiles 
À, f sont comme dans le paragraphe 5.9.1. 
(i) Si w, d sont deux relèvements de f et si À est connete, alors 
d = 6 +2komt 


où ko est un nombre entier constant. 
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En effet, 
expq(u) = f(u) =expŸ(u), u € A 
d’où 
exp{Ÿ(u) —çp(u)}} =1, ue A 
et 
du)— qu) =2k(u)mi, ue À 


avec k(u) € Z ; puisque Ÿ—-4 est continue, u + k(u) doit être continue ; puisque 
À est connexe, k(u) = kg une constante. Pour préciser ce dernier point, noter 
que pour chaque n € Z, k=l(n) est fermé dans À ; aussi 


on) a (r- jn+5l) 


donne que k=l(n) est ouvert dans À ; si &-!(ko) # 0, alors &-1 (ko) est à la 
fois ouvert et fermé dans À et non vide, ce qui entraîne (selon la définition de 
la connexité de A) que k71(k0) = À. 


(ii) Si À est connerte, un relèvement ç@ de f, s'il existe, est uniquement dé- 
terminé par sa valeur @(uo) en un point uo € À. 


Ceci est un corollaire immédiat de (i). 


(iii) Soient f1, fa deux fonctions continues de À dans C* ; si f1, f2 possèdent 
des relèvements, alors f1f2 et f1/f2 ont des relèvements. 


En effet, si exp; = f;,j =1,2,ona 


exp(y1 +w2) = fif2, exp(y1 — 2) = = 


(iv) Soient f1, fa deux fonctions continues de À dans C* ; supposons que fi 
possède un relèvement et que 


fou) 
fi(u) 


alors f2/f1 possède un relèvement. 


CR _uE À, 


En effet, soit exp 1 = fi ; alors 
f2 
2 = @1 +In (£ 
fi 
est continue et 
EXP 2 = EXPY1 (À) ST ee — 
JA fi 


Le lemme suivant est un élément important dans la discussion du problème de 


relèvement. 
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5.9.3 Lemme 
Soit À une partie compacte de R\ ; soit 
H:AXx[0,1] — C* 


une fonction continue avec H(u,0) = a(u), H{u, 1) = f(u), u € À ; sia possède 
un relèvement, f aussi possède un relèvement. 


DÉMONSTRATION 


Posons 
6 = inf{|H{u t)| ue À, 1€ 0, 1}} : 


puisque H(u,t) £# 0 pour (u,t) € A X[0,1]et H est continue sur l’ensemble 
compact À x {0,1}, on a que 6 > 0 et que H est uniformément continue. Donc 
il existe un entier n > 1 tel que si [s —t| < 1/n avec s,t € [0,1], alors 


[H(u, s) — H(u,t)| E.. Eee 


Posons a fu) = "H(u,j/n),j=0,-n;alois ao — a, Pour 0 
den |, 


Gt 
DD ES u € À, 
sinon on aurait pour un u € À un c > 0 tel que 


aj+1(u) ss en), 


6 > faÿ(u) — aÿæi(u)| = (1 + c)fay(u)| > 6(1 + 0) 


qui donne la contradiction (1 + c) < 1. 
Puisque ag = a possède un relèvement, il suit de la remarque (iv) du pa- 


ragraphe 5.9.2 que a1, a2, ... et finalement a, = f possèdent des relèvements. 
En fait, si exp à = a, on aura expy = f où 
a 
e=a+m(t) 4. (-2 je + 
aG An—1 


REMARQUES. Notons que si « est de classe C* (ou analytique) alors w est de 
classe CF (ou analytique). 

On dit que Æ (du lemme 5.9.3) est une homotopie (dans C*) entre les 
applications a : À — C* et f : À — C*. 
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5.9.4 Ensembles contractiles 


Soit À C R\ : À s'appelle contractile s’il existe un point p € À et une 
application continue 
H:Ax[0,1] — A 
telle que 


HOUSE 0u ed 


Autrement dit, À s’appelle contractile s’il existe une homotopie entre l’appli- 
cation constante a(u) = p et l’application identité a(u) = u dans À. 

Notons qu’un ensemble contractile À est connexe par arcs (donc con- 
nexe). En effet, avec H et p comme ci-dessus, le chemin H, défini par 


Hu(t)= Hat), 0<i<1 


relie p à u dans À ; ceci étant pour tout uw € À, si u et v sont deux points de 
À, le chemin . 
Jen etre 


obtenu par la juxtaposition du chemin inverse de H, (reliant u à p) et du 
chemin H,, relie u à v. 


Un ensemble étoilé À C R\V est contractile. En effet, si p est un point de 
À par rapport auquel À est étoilé, alors 


GE SRE ETES EME) 


est telle que H(u,0) = p, H(u,l) =u,uE€ À. 


5.9.5 Proposition 


Soit À = [91 An où A1 C A2 C ..., chaque An étant un ensemble 
contractile compact non vide de RV. Alors, pour toute fonction continue f : 
À — C*, on a une détermination continue du logarithme de f : 


p:'A—C, expyp=f. 


En particulier, pour À = RN , toute fonction continue f : RV — C* permet 
une détermination continue du logarithme de f. Si f est de classe CF (resp. 
holomorphe, À étant une partie ouverte de C), alors la détermination continue 
du logarithme de f est de classe C® (resp. holomorphe). 


DÉMONSTRATION 


Démontrons d’abord que 1 possède un relèvement ; puisque An est 
contractile, il existe un point pn € À et une fonction continue 


hn : An X [0,1] — An 
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telle que hn(u, 0) = pn, An(u, 1) = u, u € An. Posons H, = f o h, ; alors 
Hn : An X [0,1] — An 


est continue avec Hn(u,0) = f(pn), Hn(u,1) = f(u), u € An. L'application 
constante a = f(Pn) possède évidemment un relèvement a = In f(pn) + 2kmi 
(avec un choix arbitraire de k € Z); d’après le lemme 5.9.3, 1 possède un 
relèvement. 

Fixons un point p € A1 ; soit c € € tel que e° = f(p) ; d’après ce qui 
précède et la remarque (ïi) du paragraphe 5.9.2, il existe un unique relèvement 


Pn : ÀÂÀn — € 


tel que wn(p) = c et exp(n(u)) = f(u), u € An. Donc Pn+i(u) = pn(u) si 
u € An. Posons maintenant 


p(u) = YPn(u), € An; 


alors @ est un relèvement de f. 

Puisque RV = UF 1 An: An = B(0;n), le cas où À = RV est une 
conséquence du résultat précédent. Le caractère CE, etc., du relèvement résulte 
de la remarque suivant la démonstration du lemme 5.9.3. + 


5.9.6 Commentaires 


Nous faisons les remarques suivantes pour placer le problème de la dé- 
termination continue du logarithme de f : À — C* dans son cadre topologique 
naturel. Pour ces remarques nous supposons que les définitions de base concer- 
nant un espace topologique sont connues. 

Un problème général de la topologie est le suivant : soit À, B, E trois 
espaces topologiques ; étant donné les applications continues 


p:E—B, f:A—8B, 


trouver  : À — E continue telle que f = pow ; on dit que y est un relèvement 
de f par rapport à la projection p de l’espace total E sur l’espace de base 
B. Le problème de la détermination continue du logarithme concerne E = C, 
DC". —=exp. 

Supposons que p : E — B satisfasse la propriété suivante : tout point 
b € B possède un voisinage ouvert U tel que 


p (0) — U Va 


où chaque VA est ouvert dans E, V4 N Vg = À si a # B avec p établissant un 
homéomorphisme entre V4 et U pour chaque a. Une telle application continue 
p : E — B donne un revêtement E de B. On vérifie facilement que exp : € — 
C* est un revêtement. 
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Le problème du relèvement possède une solution complète lorsque 
p : E — B est un revêtement. Alors f : À — B possède un relèvement 
w : À — E si et seulement si f est homotope à une application a : À — B 
possédant un relèvement, c'est-à-dire s’il existe H : À x [0, 1] — B continue 
telle que H(u,0) = a(u), H(u,1) = f(u), u € À. Autrement dit, l’analogue du 
lemme 5.9.3 est vrai de façon tout à fait générale (sans l'hypothèse que À est 
compact et pour un revêtement p : E — B quelconque). Dans [33, p. 67], on 
trouvera une démonstration directe ; elle aurait pu être donné ici en remplaçant 
À du lemme 5.9.3 par un ensemble quelconque ; le cas où À est compact permet 
une démonstration légèrement plus simple (celle que nous avons donné dans le 
lemme 5.9.3). 

Pour avoir des solutions plus explicites au problème du relèvement, il 
faut introduire les groupes fondamentaux. Dans notre cas, exp : € — C* 
est un revêtement universel, ce qui signifie ici que € est simplement con- 
nexe (notion équivalente à celle du domaine élémentaire dans ©) ; dans ce cas, 
f: À — C* continue possède un relèvement si et seulement si f est homotope à 
une application constante, À étant un espace topologique quelconque. Nous ne 
donnons pas une démonstration de cette propriété ; dans [33, p. 103], on trouve 
une proposition équivalente. 

Notons que si f : À — C*,w : À — C continues sont telles que exp = f, 
alors 


Reçu) =In[f(u)|, Imç(u) =6(f(u)) =argf(u)+2k(u)r, ue À 


avec k(u) € Z; on dit que u + 8(f(u)) = Imy(u) est une détermination 
continue de l’argument de f ; celle-ci existe si et seulement si une déter- 
mination continue w du logarithme de f existe; s’il n’y a pas de confusion 
possible, on écrit w = log f pour une détermination continue du logarithme de 
f (voir les remarques suivant l’exercice 41, sect. on) 

Pour des résultats détaillés sur la question de la détermination continue 
du logarithme avec applications aux problèmes de la topologie plane, on peut 
consulter [6, chap. IV]. 


5.10 EXERCICES 


Soit f une fonction holomorphe non constante définie dans un voisinage 
ouvert de a € C ; démontrer que 


ff) - (a) 


za  In|z-a| 


— k 


où & = min{n > 1: f()(a) #0}. 
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Vérifier les affirmations suivantes concernant l’existence d’une fonction 
f holomorphe dans un voisinage ouvert connexe de z = 0: 


1 : 
(i) f(=)= cosnr,n= 1, 2,..., est impossible; 
n 


: TZ . le 
(ii) f(=)= = sin ( 2 , n =1,2,...,est impossible; 
_. 1 1 = . ; 
(ii) f(=)= nn 12. enramej(z)—< (01), 
1, n?sin(z/n) 
(iv) f(=)= D FT nm = ile À 500 
entraîne f(z) = sin(rz)/z(2 + 1) avec f(0) = x ; 


1 
(v) f(=)= 2% m=1,2, .…, est impossible (utiliser Ex. 1) ; 
nm 


1) 


1 
(vi) f(=)= en) n = 1, 2,..., entraîne que f est constante. 
n 


DR 2 Catrolne | — 0. 


Soit P(z,w) un polynôme dans les variables z, w. Supposons que f est 
une fonction holomorphe dans un domaine #2 de € avec 


RAP TA) NC 0 


et f(z0) = wo. Démontrer que f est uniquement déterminée en vérifiant que si 
g(20) = wo et g'(z) = P(z,9(2)), z € 9, alors 90)(z0) = F0) (20), n € N. 


[4] Soit f une fonction entière telle que pour r > 0, a € ]0,1[et pour a et 
b dans R+ appropriés, on a 


[f(2)|<a+bla® sil >r; 
alors f est constante. 


Soit f une fonction entière telle que Re f 2 0 ; démontrer que f est une 
constante en considérant la fonction entière bornée g = e-{. (Cet exercice est 
aussi une conséquence immédiate du théorème de Picard mentionné dans les 
remarques, fin du paragraphe 3.6.6.) 


[6] Soit f une fonction entière ; vérifier 


fD-10= SE | CL au sil <R 
OR 


7 2ri (w — z) 


où yr(t) = Reït,0 <t<2r et R > 0. En déduire que, pour |z| < R, 


2 27 : 
QE ep |f(Ret)] de. 
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En conclure que si 


27 , 
sup / [f(Re“t)| dt < oo, 
R>0 J0 


alors f est une constante. (Ceci généralise le théorème de Liouville ; le raison- 
nement donné ici est dû à Cauchy et est antérieur à l'énoncé du théorème de 
Liouville.) 


En suivant la méthode de l’exercice 6, démontrer que si f € H(C) et si 


alors f est constante ; de même, si 


1 27 x 
lim sup 7 / |f(Re"!)| dt < , 


R—0co 


démontrer que f(z) est de la forme a + bz, a et b constantes complexes. 
Soit f € H(C) ; si 
x= ji | f(x + iy)| dr dy < 00 F 
R?2 


démontrer que f = 0 en utilisant les raisonnements suivants : 
(i) [rez lin <e iy)| drdy—?7 de rMi(r) dr où 


: 27 n 
= [f(r e° 1e 


(ii) si inf fret — 2] > 1, |2| <r, r > 1, alors on obtient | f(2)| < r Mir) en 
écrivant 


Mi(r) 


_1 f SW) 
1) = 73 | ET 


où yr(t)=ret,0<t<2T; 
(iii) de (ii) on déduit que si liminfr-oo r M1(r) = 0 alors f =0; 
(iv) de (i) déduire que limr_, 7 Mi(r) = 0 si I < co. 


[9] Si al < 1, vérifier que 


z—a 
l—-az 


z—a 
1—- az 


se Deer — ONE EI 


en établissant la seconde égalité et en utilisant le principe du maximum. En 
déduire que, si [a;j| <1,1=1,...,netkEeN, 
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définit une fonction holomorphe sur U où U = B(0; 1) avec [B(eït)| =lieR 
ayant des zéros dans U exactement aux points a1,..., an et z=0(sik>1). 
En déduire que si f € H(2) où £? est un domaine contenant U avec [f(2)| nl 
si |z| = 1, alors f est une fonction rationnelle et plus précisément f(z) = cB(x) 


où c € C, [c| = 1, et B est comme ci-dessus avec un choix approprié de k, 
a1,..., an. (Noter que pour un bon choix de B, g = f/B est holomorphe et 
sans zéro dans U avec [g(z)| = | ess done l9(2)| OMS ENUNEN Er 


considération de 1/g donne alors [g(z)| = 1 d’où le résultat.) 
Soit f € H(U), U = B(0;1) ; supposons que 


[f(2)| < ele), zEeU 


avec lim,-,1 g(r) = 0 (par exemple, g@(r) = 1 — r) ; alors f = 0 dans U. (Voir 
que |f(2)| < ry(r)/(r — [zl) si [2] < r < 1 en utilisant la formule de Cauchy 
pour f(z).) 


De l'exercice 10 déduire que si f € H(U), alors l’inégalité 


HAE IA < 1, 


1 
1-12 
est impossible. 


(Lemme de Schwarz) Soit f une fonction holomorphe dans le disque 
|z] < 1; nous supposons que f(0) = 0 et [f(2)| < M si |2| < 1. Nous démon- 
trons que [f(2)| <e RlE | f(z0)| = M{|zo] pour un 2 tel que 
[ol < 1, alors f(z) = cM2 pour |z| < 1 où c est tel que |c| = 1. On suit les 
raisonnements suivants : 

(i) la fonction g définie par 


f@) 


(De = 0 


“= SD /|2) El 


est holomorphe dans |2| < 1; 
anse |g(2)| < M/r ; selon le principe du maximum supl1<r|9(2)| 
< M/r ; en laissant r — 1, on obtient 
sup |g(z)| < M, 
|z1<1 
ce qui donne [f(2)| Se 71 ME 
(üi) si |f(20)| = MIzol pour un 2 tel que |20| < 1, alors |[9(20)| — dou 
selon le principe du maximum g est une constante ; ceci étatlit le lemme 
de Schwarz. 


(Nous reviendrons au lemme de Schwarz dans le chapitre 7 où il joue un rôle 
important.) 
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SE) 26 De 2)Ona 
sup |f(2)| = 6= |f(-1)| 


l21<1 


comme une illustration du principe du maximum 


sup|f(z)}= sup |f(e*t)|. 
|z1<1 te[0,2r] 


On obtient sup{|sin z| :|Rez| < x; [Imz| < 7} = V1+sh?x en uti- 


lisant le principe du maximum comme suit (x, y € R) : 


sup sin(z + iy)|” = sup sh?y=sh?7 
lyI<r lyI<x 


sup |sin(x + ir)|” — sup {sin?x +sh?x} = 1+sh?7. 


lrI<T kel <r 
Ceci donne le résultat ; le supremum est atteint aux points (+(r/2) +ix). 


Soit f une fonction holomorphe non constante dans |2| < R ; posons 
Ve sup};1=r|f(2)| avec 0 < r < R ; démontrer que M : [0, R[ — [0, | 
est strictement croissante. 


Soit f une fonction holomorphe non constante dans |z| > R (R > 0) 
telle que c = lim};| 00 f(2) existe ; pour r > R, on définit M(r) comme dans 
l’exercice 15. Alors 

M(r) = sup |f(z)| 


lz12r 


et M : [R,co[ — [0, oo! est strictement décroissante. (Considérer g(z) = 
f(Q/2) si |z| < 1/R avec g(0) = c et utiliser l'exercice 15.) 


Soit f un polynôme de degré n ; soit M(r) comme dans l'exercice 15 ; 


alors pour 0 <r <3 
M(r) … M(s) 


0 
re sn 


avec égalité si et seulement si f(z) est de la forme az". (Appliquer l’exercice 
16 sur la fonction g donnée par g(z) = f(2)/2" pour |z| > 0.) 

So) Ni cc 2 ER péonsu = Ref, u— Im} Dela 
démonstration du paragraphe 5.7.5, obtenir que pour 0 <r <R,n=1,2,... 
a s u(ret)e7 {7 dt = Su di Uinet)entde, 

nn /0 ar" Jo 


En déduire que si f est réel sur un cercle |z| = r, 0 < r < R, alors f est une 
constante réelle dans |z| < R (cf. Ex. 21). 
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(Continuation de l’exercice 18) Posons A(r) = SuP};[=r {Re f(z)} ; éta- 
blir que 


il 27 
Re co = — u(r e*?) dt 
2T 0 
et déduire de l’exercice 18 que, pour n =1,2,...,0 <7r < R, 


1 27 : . 
entr + 2Roco < = | {lu(rei )| +u(re )} de. 
T Jo 
Oneonclu que poutre 102% 0er re 
lcn|r® < max{4A(r),0} — 2Re f(0). 


(Continuation de l’exercice 19) Soit f € H(C) ; si A(r) < Mr° pour 
r > Ret M, a > 0 appropriés, alors f est un polynôme de degré n < «; 
en particulier, si A(r) est borné supérieurement, alors f est constante. (Cet 
exercice généralise le théorème de Liouville en utilisant A(r) au lieu de M{(r).) 


Soit f une fonction holomorphe dans le disque ouvert [z| < R. Si 
Re f(z) = 0 sur un cercle |2| = r, 0 < r < R, déduire de (5.6) que f=ceiR 
dans [2] < À. En passant à if, démontrer que si f est réelle sur un cercle 
[21 = r, 0 <r < R, alors f est une constante réelle dans |z| < R (Ex. 18). 


Vérifier directement que u(x,y) = In(x? + y?) définit une fonction 
harmonique uw dans € \ {0} (8 5.7.8). 


Soit U le disque unité ouvert l2| < 1. Notre objectif est de démontrer 
que si u : U \ {0} — R est continue et bornée et si w est harmonique dans 
U \ {0}, alors u possède un prolongement à dans U tel que à est harmonique 
dans U. 


(Soit 0 Er poor ee et h pour la fonction harmonique dans 
U, continue dans U telle que Al = @ (prop. 5.7.6) ; posons 


ge(z) = u(z)— h(z) —-eln|z|, 0<|z| <1. 
Vérifier que 
RACE NS CE) = Con 
20 z—0 
(ii) Vérifier que ge est harmonique dans U \ {0} et continue dans Ü \ {0}. 
(ii) Démontrer que ge(z) > 0 si O0 < |z| < 1 en appliquant le principe du 
maximum (minimum) à ge restreint à 6 < [z| < 1, 6 — 0. 


(iv) En laissant € — 0, vérifier que u(z) — h(z) > 0 si 0 < |z| < 1. 
(v) En passant à —u, démontrer que u(z) — h(z) < 0 si 0 < |z| < 1. 


L'objectif proposé (en début d'exercice) s'obtient à partir de (iv) et (v). 
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Déduire de l’exercice 23 le critère de singularité artificielle pour 
les fonctions harmoniques (8 5.7.4) : soit u une fonction harmonique bornée 
dans B'(20;r) ; alors lim,_,,, u(z) = ao existe; en posant u(z0) = ag, on 
obtient un prolongement harmonique de w dans Ben). 


Vérifier que la solution du problème de Dirichlet 


Au — 0 dans 9 = {z:r1 <|z] <r2}, Pi 0 


= CIN ETES =, 
(c1, c2 constantes réelles) est donnée par u(z) = aln|{z| + b avec 


C2 — C] Cylnr2 —colnr 
AE = = —_—_— 
Inr2 —-Inr]” Inr> —Inr. 


Soit u une fonction harmonique dans € telle que u(z) = v(|zl), 
@:[0,o[ — R; démontrer que u est constante (utiliser (5.7)). 


Soit D le demi-plan ouvert Im z > 0; soit u : D — R une fonction con- 
tinue bornée, harmonique dans D avec u(z) = 0 si z € Fr D. Le raisonnement 
suivant établit que u = 0: 


(i) Poser 


AN SUN) 
CON si Fm eee 


vérifier que À : € — R est une fonction continue bornée ; 


(ii) vérifier que À possède la propriété de la moyenne locale dans R? ($ 5.7.7) 
d’où À est harmonique dans R?. 


On conclut à l’aide de l’exercice 20 que uw est constante donc u = 0. 


Déduire de l’exercice 27 qu’une solution bornée d’un problème de Di- 
richlet dans D est unique (cf. 8 5.7.3) ; sans la condition de bornitude sur la 
solution, l’unicité de celle-ci est en défaut). 


Soit u : € — R une fonction harmonique bornée inférieurement (a € R 
tel que u(z) > a, z € C) ; démontrer que u est constante (utiliser Ex. 20). 


Soit w une fonction harmonique positive dans un disque B(a; R) ; on 
démontre les inégalités de Harnack 

R + {2 
R — [2| 


R 12 
R + |2| 


u(a) <.u(a + z) < u(a), <R 


en raisonnant comme suit : 
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(ijsip<R,ona 


27% 2 — 2 : 
u(az)= es Pam LE u(a + pet) dt 
27 Jo |peît — 2[° 


pour |z| < p (cf. (5.10)) ; vérifier que 


RER FO 
. N 
ae | |peît — z|° p— |2| 


et déduire, en tenant compte de la positivité de u et de la propriété de la 
moyenne, que, si |z| < p, 
p=|2l 
p+|2l 


u(a) <'u(a+ 2) < u(a) ; 


p— |2l 


(ii) on laisse p tendre vers R. 


Soit X un ensemble quelconque ; soient {fn}, {9n} deux suites de fonc- 
tions complexes définies dans À qui convergent uniformément dans X vers f, 
g respectivement. Démontrer les affirmations suivantes : 


(i) pour a, BEC, {afn + Bgn} converge uniformément dans X vers af + Bg ; 
(ii) si Ale et lol sont finis, alors { fng9n} converge uniformément dans X 
vers fg. 


À l’aide de l'exercice 31, on déduit les règles analogues pour les suites 
de fonctions holomorphes qui convergent uniformément sur tout compact d’une 
partie ouverte {2 de € : soient { fn}, {9n} deux suites de fonctions holomorphes 
dans {2 qui convergent uniformément sur tout compact dans {2 vers f, g res- 
pectivement ; alors 


(i) pour a, BEC, {afn + Bgn} converge uniformément sur tout compact de 
{2 vers af + Bg ; 
(ii) {fn9n} converge uniformément sur tout compact de {2 vers fg. 


Soit À un ensemble quelconque ; soit { fn} une suite de fonctions com- 
plexes définies dans X qui converge uniformément dans X vers une fonction 
f:X — C; supposons que 


inf{|fn(x)|:nEeN,reX}>0. 
Démontrer que la suite {1/f,} converge uniformément dans X vers 1/f. 


Soit K une partie compacte de € ; soit {fn} une suite de fonctions 
complexes continues définies dans K° qui converge uniformément dans K vers 
une fonction f : K — € ; supposons que fn(z) £ 0, f(:) Z0,z2E K,nEeN. 
Démontrer que inf{|fn(z)|:n EN, z€e K} > 0; à l’aide l'exercice 33 déduire 
que {1/fn} converge uniformément dans K vers 1/f. 
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Soit f une fonction holomorphe dans B(0 ; R) : supposons que f()(z) — 
g(z) (n — oc) uniformément localement en z € B(0;R). Démontrer que 
g(z) = ce’ pour une constante appropriée c. (Etablir d’abord que g'(z) = g(z).) 


Soit 
SRE 
10) 2 ll < R ; 


supposons que la série f(0) + f/(0) + --- converge. On démontre que : 


(a) la série entière pour f possède un rayon de convergence de sorte que f 
définit une fonction entière ; 


(b) la série > ,>0 fM)(2) converge uniformément, localement dans C. 


On procède comme suit : 


(i) puisque f()(0) = cn — 0 (n — œ),ona[en| < M,n € N, pour un M >0; 


alors 
DE 


n>0 


 ,n 


< M elél < 
71 


ce qui démontre (a) ; 
(ii) pour € > 0, il existe m. tel que 


lee cn Cm+k+1 de 9392 Chinl << E 


dès que m > m. et k, n € N. Alors on montre que, pour m>me,nE N, 


CO 2k 
LOC) + + FO) ES eme + Cmkæ1 +7 + Chan) 
k=0 
cle 


ceci établit (b). 


(Continuation de l'exercice 36) Posons g(z) = 3 h>0 f)(2), ze C; 
démontrer que g'(z) = g(z) — f(:), z € €; en conclure que g(z) = 
eZ {g(0) — p(2)}, z € €, où y est une primitive dans € de la fonction 2 
eZ f(z) telle que y(0) = 0. 


Soit s = o +it, o = Res, t = Ims ; démontrer que la série },,-;n 
converge normalement dans le demi-plan & > oo pour chaque 99 > 1 car 
In=$| = n-%. En conclure que ((s) = >,>-1n7* définit une fonction holomor- 
phe (fonction zêta de Riemann) dans le demi-plan ouvert & > 1. 


£ 
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(Continuation de l'exercice 38) Une série de la forme )'h>1 ann * 
(an € C, n > 1,s € C) s’appelle une série de Dirichlet ; supposons que 
lanl < Mn®,n > 1 pour des constantes M > OÜeta€ R. Démontrer que 
la série converge normalement dans le demi-plan o > 1 + a + oo pour chaque 
oo > 1 ; en conclure que f(s) = > ,>1 ann * définit une fonction holomorphe 
dans le demi-plan ouvert ao > 1 + a. Vérifier que 


fs) = S ann (mn), kEeN ,o>1+a. 


n>1l 


(Les séries plus générales de la forme Doi ane "$ avec les an € € et À < 
)o < .… réels, Àn — 00 (n — co) s'appellent aussi séries de Dirichlet.) 


Soit f : [a, b] — C* une fonction de classe C'! ; la théorie de la sec- 
tion 5.9 garantit l’existence d’une fonction w : [a, b] — € de classe C1 telle 
que exp(y(t)) = f(t), a <t< b; vérifier que w’(t) = f'(t)/f(t), a <t < b. 


Soit +:[a, b] — € un lacet de classe C1 ; si zo é [y], soit w : [a, b] — 
C une fonction de classe C1 telle que exp(y(t)) = y(t)— 20, a < t < b (Ex. 40) ; 


vérifier que 
Dee one 
21 Je 2 = 20 2ri j 


Grâce à l’exercice 40 (sect. 3.8) on sait que x(y; 20), l'indice de 20 par rapport 
au lacet +, défini par le membre de gauche est un nombre entier ; donc 
e(b) — (a) 


XÛT: 20) = (5.17) 


Vérifier que (5.17) reste valable si 7 est C1 par morceaux. 


REMARQUES. Pour y un lacet quelconque (non nécessairement C1 ou C! par 
morceaux), on définit X(7; 20) pour z0 € [7] par la formule (5.17). Notons que 
la valeur de x(7; z0) donnée par (5.17) ne dépend pas du choix de la détermina- 
tion continue y(t) du logarithme de (ft) — 20 car, un intervalle étant connexe, 
deux tels choix ne diffèrent que par une constante. La formule (5.17) montre 
directement que x(7; zo) est un nombre entier ; en effet 


DE ES 


car (a) = y(b), d’où (b) — (a) = (2ri)k pour un nombre entier k. Ceci 
donne une démonstration (indépendante de l’exercice 40, sect. 3.8) où x(7; z0) 
est un nombre entier. Pour son interprétation géométrique, on se reportera aux 
remarques données après l’exercice 40 (sect. 3.8). La formule (5.17) s'appelle 
aussi le principe de l’argument (voir les remarques sur la détermination 
continue de l’argument, 8 5.9.6). 
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Notons la confusion qui en aurait résulté si nous avions écrit log(y(t)—z0) 
au lieu de y(t) : on aurait alors 


log(+(b) — zo) — log(y(a) — z0) 


éventuellement différent de zéro, alors que +(a) = +(b) ! L'écriture log(y(t)—20) 
au lieu de y(t), souvent préférée par les présentations classiques, correspond aux 
idées anciennes selon lesquelles log z représenterait une fonction « multiforme», 
c’est-à-dire une «fonction» qui prendrait une infinité de valeurs dont on en 
choisirait une opportunément selon les besoins. À ce propos, Dieudonné a 
écrit : «Le châtiment de cette attitude ridicule et indécente est immédiat » [13, 
p. 202]. Nous essaierons de clarifier la situation par une étude préliminaire des 
surfaces de Riemann qui rétablissent l’unicité des valeurs des fonctions dites 
« multiformes » en élargissant leurs domaines de définition («trait de génie s’il 
en fut jamais» [ibid., p. 203]). 


Soit f : C — C une fonction continue telle que f(z+w) = f(z)f(w) pour 
2, w € € ; alors on démontre que ou bien f = 0 ou bien f(z) = exp(az + bZ), 
z € €, pour deux constantes complexes a et b, en raisonnant comme suit : 


(i) si f(z0) = 0 pour un 20, alors f(z) = 0 pour tout z; 

(ii) supposons que f(2) # 0 pour tout z € € ; alors f(0) = 1; 

(iii) d’après la proposition 5.9.5, si f : € — C* est continue avec f(0) — 1, 
alors il existe une fonction continue w : € — € telle que expy = f avec 
p(0) = 0 ; on vérifie que g(z+w) = p(z)+p(w)+2ri k(z,w), k(z,w) € Z; 
en utilisant la continuité de w, on montre que k(z,w) est une constante k; 
alors & = 0 car (0) =0; 

(iv) À l’aide de l'exercice 33 (sect. 2.6), on obtient w(z) = az + bz. 


CHAPITRE 6 


Diverses représentations des 
fonctions holomorphes 


6.1 INTRODUCTION 


Une fonction holomorphe se présente souvent soit comme une série soit 
comme une intégrale ou encore comme un produit. Ces formes de présenta- 
tion préliminaire de la fonction ne permettent pas toujours d'étudier toutes 
ses propriétés importantes ; il est généralement nécessaire de voir leurs prolon- 
gements analytiques. Ce chapitre est consacré à ce thème. Les théorèmes gé- 
néraux sont illustrés en particulier par l'étude de deux fonctions spéciales : la 
fonction gamma, une des plus importantes parmi les fonctions dites spéciales, 
et la fonction zêta de Riemann. Les préparations nécessaires concernant les pro- 
duits infinis sont données en détail. Dans la dernière section nous présentons 
en annexe un autre procédé important de l'analyse, la représentation par des 
fractions continues ; elles ont joué un rôle important en analyse complexe et en 
théorie des nombres ; malgré cela, son étude est souvent omise dans les cours 
introductifs. Nous avons essayé de donner une présentation que nous espérons 
suffisante pour que les lecteurs intéressés puissent aborder les rares traités mo- 
dernes concernant ce sujet. La connaissance de cette dernière section sur les 
fractions continues ne sera pas essentielle pour le reste de ce livre. 


6.2 REPRÉSENTATION PAR DES SÉRIES ENTIÈRES 


6.2.1 Préliminaires concernant les prolongements analytiques 


On sait que si f € H(#2), (2 étant une partie ouverte non vide de €, alors 
pour tout point a de #2, f s'écrit comme une série entière 


= ce aie (6.1) 
n=0 


cette représentation étant valable pour z dans un disque B(a;r) contenu dans 
N ; en fait, cette représentation est valable dans le plus grand disque ou- 
vert B(a;r) € #2. Une question naturelle est alors celle-ci : supposons que 
>, rer (z — a) converge dans un disque B(a ; R) qui n’est pas entièrement con- 
tenu dans 9 ; quelle relation y a-t-il entre f définie dans {2 et la fonction définie 
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dans B(a;R)\f2 par D, Cn (z — a) ? À première vue la réponse est simple : 
la série donne un prolongement analytique de f à 2 U B(a; R) ; mais on verra 
qu’il peut y avoir des points z € B(a; R) N 9 tels que f(z) £ D, Cn(z — a)” 
donnant ainsi deux valeurs parfaitement cohérentes pour le même point z. Nous 
analyserons cette situation ; une autre question est : dans quel cas peut-on af- 
firmer que la série entière (6.1) (développement de Taylor de f au point a) 
converge dans un disque ouvert dépassant 2 ? Les deux questions sont liées ; 
elles concernent les différentes possibilités de prolongement analytique d’une 
fonction holomorphe f donnée initialement d’une manière ou d’une autre dans 
un ensemble ouvert #2 (8 5.2.5). 

Nous commençons par une étude préliminaire de ces deux questions dans 
le cas où f est donnée dès le début comme une série entière convergente dans 
un dieque Po DO OR ES 


6.2.2 Points singuliers sur le cercle de convergence 


Soit À le rayon de convergence de la série entière 


CO 


Dal a) (6.2) 


0) 


avec 0 < R < ©; posons f(z) pour la somme de cette série ; alors f est une 
fonction holomorphe dans le disque ouvert D = B(a;R). L'ensemble Fr D est 
formé du cercle |z — a| = R ; nous l’appellerons le cercle de convergence de 
(6.2). Soit Ç un point de Fr D ; supposons que Ç est tel qu'il existe un disque 
B((;r) et une fonction g holomorphe dans B(C;r) avec la propriété que 


fG)= gt), ze DNB(Gr); 


nous dirons alors que Ç est un point régulier de f ; dans le cas contraire, nous 
dirons que € est un point singulier de f. 

Illustrons ces définitions par quelques exemples. Considérons les séries 
entières suivantes : 


=), ei (6.3) 
1) 
-h(-)= DZ, Le] < 1 (6.4) 
m— il 
TE 6.5 
En (05 


On vérifie immédiatement que toutes les trois séries entières ont le rayon de 
convergence 1 ; (6.3) est la série géométrique bien connue ; (6.4) s’obtient à 
partir de (6.3) et (6.5) s'obtient à partir de (6.4) par intégration ; de toute 
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façon, la série de Taylor pour In(1 — z) à z2 = 0 donne (6.4) et on peut en 
déduire aussi la relation (6.5). Rappelons que z ++ In(1 — z) est holomorphe 
dans le domaine 


DONS vel 2-1) 


car z + Inz est holomorphe dans € \ R-. Pour la série entière de (6.3), tous 
les points € sauf € = 1 sur le cercle de convergence |z| = 1 sont des points 
réguliers pour la fonction z + (1 — 27 : mais noter que la série elle-même 
diverge pour tout € tel que [| = 1. Pour les séries entières de (6.4) et (6.5) 
aussi, tous les points € sur le cercle de convergence, sauf Ç = 1, sont les points 
réguliers des fonctions concernées ; alors que la série de (6.5) converge (même 
uniformément) pour |2| = 1, celle de (6.4) diverge pour z = 1 (et converge pour 
tous les z £ 1 tels que |z| = 1 ; Ex. 23, & 2.2.10). 

Ces exemples simples montrent que, même si en principe, toutes les pro- 
priétés de la fonction holomorphe f sont codées dans la suite {cn} de sa série 
entière (6.2), il n’est pas évident de décoder ces propriétés en partant des cn. 
Nous n’aborderons pas cette problématique subtile ici ; nous nous contenterons 
de donner quelques propositions simples mais utiles à ce sujet. 


6.2.3 Proposition 


Soit R, 0 < R < co, le rayon de convergence de la série entière (6.2) et 
f(2) la somme de la série, z € D = B(a;R). Alors au moins un point du cercle 
de convergence est un point singulier de f. 


DÉMONSTRATION 


Sinon, chaque point ( € Fr D est régulier pour f ; il existe donc une 
fonction gç holomorphe däns un disque ouvert B(G;rç) tel que 


fG)= gt), 2e B(Gre)nD. 


L'ensemble Fr D étant compact, on a une famille finie de disques ouverts 
Br 2, telsque 
Fe Pi PUrE, 


où les B; sont les disques ouverts choisis parmi les B(G;rc) ; écrivons g; pour 
la fonction holomorphe associée à B; ; donc, 


A) are TE nrer 


Notons que si B; NB} est non vide, alors B; NB; ND est non vide et alors 
g(z) = gk(z) pour z dans B; N By N D selon le principe d'identité pour les 
fonctions holomorphes. Ainsi, 


1C)mue: € D 
TOP ENA el; 
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définit une fonction h holomorphe dans l’ensemble ouvert {2 qui est la réunion 
de Det B1,..., Bn. Puisque 9? contient le disque fermé D, il existe un R’ > R 
tel que 

Me Po ni 
par exemple, si d(D ; 2°) = 26 > 0, alors R/ = R+6 aura la propriété indiquée ; 
se rappeler que 


d(A,B)=inf{la-8l:a€eA,BeB}. 


Or la série de Taylor de h au point a est la même, à savoir (6.2), que celle de f ; 
selon la théorie des séries de Taylor, le rayon de convergence de la série entière 
(6.2) est alors plus grand ou égal à R' > R, ce qui contredit notre hypothèse 
que R est le rayon de convergence de la série entière (6.2). + 


6.2.4 Un exemple de non-prolongeabilité analytique 


On peut avoir une situation où tous les points du cercle de convergence 
sont des points singuliers de la fonction associée. 


Soit 
O0 
fG)=z+ ++ 2 NT. (6.6) 
n=0 


Le rayon de convergence ici est 1 ; posons D le disque ouvert |z| < 1. Notons 
d’abord que 
lim | f(r ett)| = co (6.7) 
T— 


pour chaque t de la forme 2rk/2£, keZ,LEN; en effet, si a = ref! et t est 
de la forme indiquée, on a a" = 7" si m est un des entiers 2*, 2€+1 ...; donc 


OO . 
f(ret)=b+ Sr? 
1 


: £—1 
oùb=a+a +...+a? ; alors 


OO " 
Lf(ret)] > S[ 77 — 1h] — 00 


j=t 


lorsque r — 1. Soit 


2rk 
p=fétii PE kez,cen) ; 


si Ç est un point quelconque de Fr D, alors Ç est un point singulier de f car 
sinon il existerait un € > 0 tel que |f| serait borné dans B(C;e) N D : or il 
existe un Ê € E tel que [6 — (| < € et, selon (6.7), [f(r8)| devient non borné 
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lorsque r approche 1, ce qui contredit la bornitude de |f| dans B(C;e) N D. 
Donc f donné en (6.6) est une fonction telle que tous les points du cercle de 
convergence associé à (6.6) sont des points singuliers de f. On dit alors que le 
cercle de convergence est la frontière naturelle d’holomorphie de f ; dans 
ce cas, f ne possède aucun prolongement analytique à un domaine 92 contenant 
D, le disque |z| < 1, avec Q £ D. 

Il est utile d'introduire une terminologie générale à ce sujet ; supposons 
que f est une fonction holomorphe dans un domaine 2 de € ; on dira que #2 
est le domaine d’holomorphie de f si f ne possède aucun prolongement 
analytique à un domaine 2 contenant {2 avec {? £ {2 ; dans ce cas, on dira que 
Fr {2 est la frontière naturelle d’holomorphie “ f. Notre exemple (6.6) 
est un cas d’une fonction f holomorphe dans le disque unité D qui est son 
domaine d’holomorphie ; on peut démontrer que pour tout domaine {2 de €, 
il existe une fonction f holomorphe dans {2 pour laquelle {2 est son domaine 
d’holomorphie [31, vol. 2, p. 76]. 

Le théorème suivant, dû à Abel, ne concerne pas les prolongements ana- 
lytiques d’une fonction ; mais il est un outil précieux pour étudier une série 
entière sur son cercle de convergence. 


6.2.5 Théorème d’Abel 


On considère de nouveau une série entière (6.2) dont le rayon de conver- 
gence est R, 0 < R < ©, en posant f(z) pour la somme de la série ; f est donc 
une fonction holomorphe dans D = B(a;R). Le théorème d’Abel est l’énoncé 
suivant : soit ( un point sur le cercle de convergence Fr D ; si la série (6.2) 
converge pour z = Ç, alors 


lim f(a+t(C-a)) = D en(C—a)". (6.8) 
DES = Ù 


REMARQUES. Notons que si 0 < t < 1 alors 
fa +t( =D er — a)” ; 


donc la démonstration de (6.8) consiste en la justification de l’échange de la 
limite et de la somme : 


ee] CO CO 74 
: n 
dim D cnt%(c a)" = 32 lim ent#(( a)" = > ,e(C a). 
n=0 n=0 n=0 


Il est intéressant de remarquer que la nécessité d’une justification a été perçue 
pour la première fois par Abel en 1826 (qui la donne correctement), alors que 
la relation (6.8) était utilisée par les auteurs antérieurs qui la considéraient, 
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peut-être, intuitivement évidente. Notons que (6.8) ne dit pas que f peut être 
prolongée continâment au point € ; pour cela on doit démontrer que 


lim f()= Ÿ_ en(C—a)", (6.9) 
|z—-al<R a 


ce qui n’est pas toujours vrai sous la seule hypothèse de convergence de la série à 
droite de (6.9) ; la relation (6.8) dit que l’on doit se contenter de la convergence 
lorsque z tend vers € suivant le segment [0 €[. En fait, on peut faire un peu 
mieux (voir la remarque après la démonstration suivante) ; néanmoins, (6.9) 
est, en général, en défaut. 
Si l’on suppose que la série dans (6.8), ou (6.9), est absolument conver- 

gente, c’est-à-dire | 

O0 

De en CS 

n— 0) 
alors la formule (6.9) est vraie et elle est immédiate ; dans ce cas, la série 
Sncn(z — a)” converge normalement pour |z — a| < R et définit ainsi une 
fonction f continue dans le disque fermé B(a; R) d'où (6.9) ; en fait, on peut 
alors remplacer le membre de gauche de (6.9) par 


LE (2). 


zeB(a;R) 


DÉMONSTRATION DE (6.8) 
Soit (=a+Re®,0< 0 “24. alors pour USre 


f(a+t(é—a)) = de en Rein og = ÿ. bat" 
n n 
avec bn = €nR"e"0, Dr =). (C — a)” — s. Posons 
g(w) = “+ bnw” ; 
n 


alors le rayon de convergence de la série entière pour g est égal à 1 et (6.8) 
équivaut à la relation 


Jim g(t) = 2_ ln = (6.10) 


où 0 < t < 1. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que s = 0 (en 
remplaçant bo par bo — s, par exemple) ; nous démontrons (6.10) (avec s = 0) 
dans la forme plus générale : 

li = 

Jim g(w) = 0 (6.11) 

WEEs 
où Ea = {w : [w| <1, |1—w| < a(1—/wl}} et a > 0: noter que EQ contient 
le segment [0, 1[ pour tout a > O. 
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En effet, en posant 5h = bp +--:+b,, on a pour [w| < 1, 


g(w) = so + (s1 — So)w + (52 — s1}w? gr 


= lim {so + (s1 — so)w +-.:+ (sn — sn-1}u"} 


= lim {so(1 — w)+ s1(w =w?)+... +8, (ul — w) + Snw° } 
OO 
= (1-w) ÿ. Sn 
m=0 


Car limMn_c Sn w" = 0. Pour € > 0, fixons un entier positif N tel que 


G 
sm < 37 Slim > NN: 


puisque 
N 
im (1 — w) ne En =) 
m=0 


il existe un 6 > 0 tel que 


< 


N 
(1 — w) >. SmwT 
m=0 


DIM 


dès que [1 — w| < 6 ; alors si [1 — w| < 6 et w € Ea, on aura 


€ 
g(w)| < 5 +|(1—w) 57 sm 
m>N 
€ € m _E€ € [1l-wl 
leu) D 
ste > fu 2 "2e TOP 
m>N 

ce qui établit (6.10) et achève la démonstration. + 


REMARQUE. L'énoncé plus général pour (6.8) correspondant à (6.11) est le 
suivant : 
OO 
lin fo) 5 Cn(ç—a)" 
2 
2€ Fu n=0 


où 
Fa={zil:-a<R, C—z1<afR-12-al|}. 


L'ensemble F, peut être imaginé comme dans la figure 6.1 ; il permet d’appro- 
cher € par les valeurs de z dans le disque de convergence qui restent entre deux 
cordes du cercle de convergence, passant par (. 
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Fig. 6.1 


Une application immédiate du théorème d’Abel concerne la série sui- 
vante : 


“ ee) = : 
DOROEE EP Dis 20 le Mes 


la série entière converge pour z = 1 ; donc on a, grâce au théorème d’Abel, 


M Un) = Sue 
n2= lim n(1+t) = on =——— . 
ogt<1 n>1 


Dans cet exemple simple, la fonction z + In(1 + z) est, en fait, continue (et 
même holomorphe) dans un voisinage ouvert de z = 1 et on a 


ei | 


In 2 = lim In(1 — 
+22 iQ +9 7 © 


n>1 


Notons que la limite dans le premier membre de (6.8) peut exister sans 
que la série dans le second membre converge. En effet, on sait que 


pour |z| < 1 qui est le disque de convergence ; on a f(z) — 1/2 lorsque z — 1 
mais la série au point z = 1 devient ÿ},(—1)" qui est divergente. 
Cette remarque nous mène à un théorème important de Tauber qui donne 


une condition suffisante pour la convergence de la série dans (6.8) en supposant 
préalablement que la limite dans le premier membre existe. 
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6.2.6 Proposition (théorème de Tauber) 
Soit 
al = Ÿ_cn(z-a)", :-al<R 


où R est le rayon de convergence de la série entière qui définit f ; sincnR" — 0 
lorsque n — oo et f(a+t(( — a)) — s lorsque t — 1,0<t<1,[C—a|=R 


alors la série 
nm 
> en(6— a) 
n>0 
converge et sa somme ests. 


DÉMONSTRATION 


Comme dans la démonstration de (6.8) on simplifie l'écriture en posant 


O0 
= DUR fu <1 
n=0 


où bn = CnR" eŸ, 8 étant donné par € = a+ Re‘?. La démonstration consiste 
à voir que si nbn — 0 (n — œ) et si g(t) — s (t — 1, 0 < t < 1) alors D), bn 
converge et 


UE 
n=0 
Notons que 
LS) er Hal, En 
et 


re eo Du 01-09) DL) DIR 
k=0 


k>n 


Alors pour n € N*,n>l, 


Ha aLTE + D lui x (1 - 2) 


k>n 


à 2H + Moy rE(- ) 


hs. 


(6.12) 


où Mn = Supzsn |Kbg| ; notons que 
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et que 
n 


nl h 
im = > |EbE = 0 


k=0 


car nn — 0, n — co. Puisque My — 0 lorsque n — co, on conclut de (6.12) 
que pour un € > O il existe un entier N > 1 tel que si n 2 N alors 


{= 


(en choisissant N tel que MA < €/2 et (1/n) D %_0lkbgl < Ee/2 sin > N). Ceci 
complète la démonstration car g(1 — (1/n)) — s lorsque n — oo. + 


É € 


REMARQUES. Le théorème de Tauber (1897) peut être amélioré en remplaçant 
la condition ncnR"? — 0 (n — oo) par la condition sup, Incn R"| < oo, ce qui 
correspond à avoir supn [nbn| < © ; cette amélioration est due à Littlewood 
(1911) ; la démonstration de cette proposition est plus difficile. On en trouvera 
une discussion détaillée dans l’ouvrage classique de Hardy (Divergent Series, 
Oxford, 1949) ; à la page 148, Hardy explique la notion (aujourd’hui habi- 
tuelle) de théorème générique abélien et tauberien ; la condition (par exemple) 
SUPn |Nbnl < © s'appelle une condition taubérienne. 


6.2.7 Le caractère multiforme de certains prolongements 
analytiques 


Nous commençons par un exemple important. Soit #2 = C \R- ; on sait 
que In, la détermination principale du logarithme, est holomorphe dans 2. 
Prenons un point a € $2 tel que 


Rega <0 Ina -(0; 


autrement dit, a appartient au deuxième quadrant ouvert du plan complexe ; 
la série de Taylor de In au point a est 


n—1 


In a + 5” Ce" à (6.13) 
Hi 


Un calcul montre que le rayon de convergence de (6.13) est R = |a| ; notons 
que si r = Ima alors R > r et B(a;r) est le plus grand disque ouvert centré en 
a contenu dans 42 ; donc si [z — af < r, alors la série (6.13) converge vers In z. 
Posons f(z) pour la somme de (6.13) lorsque z € B(a; R) ; vérifions que si 2 
est dans B(a; R) et Im z < 0 alors 


f(2) = In z + 271. (6.14) 
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Enelet si Gi" — 0) 


ses mes D CNT (E 1) 2matn(s) (6.15) 
=i 


nm a 


en utilisant la série de Taylor de In au point 1 et en notant que |z/a| < 1. Si 
0 = argz, à = arga (6, a dans ]-rT, x [), alors 


z _ I 6-0) 


= i0 = ia 
z=\:le*, a=lales, (al 


où 


ne < UE = 
= GET —— 
2 ; 2 


à cause des conditions imposées sur a (Re a < 0,Ima > 0)et sur z (si Imz < 0 
et [z— al < [a|, alors Rez < 0 si a est comme indiqué ; cf. fig. 6.2) ; donc 


—27 < (8— a) < —r 
d’où (8— a)+2x € ]0,7x{, ce qui entraîne que 
arg(Z) = (8- a) +27. 


Ainsi, 
Z : : « 
In(£) = nf£) + i{(6- a) +27} =inz-Ina + 2i, (6.16) 


ce qui prouve (6.14) (en vue de (6.15)). 
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Si z est réel (Imz = 0) mais [z—a| < R = Ja|, alors (6.15) est toujours 
valable : dans ce cas, z < 0 et z = |z2|e" ; le calcul précédent montre que 


2 _ 1 ro) 


a al 
où 0 < 7 — a < 7/2 ce qui donne arg(z/a) = 7 — a et 
m(*) =h|f|+i(r-a)=mz- ma; 
@ @ 


on obtient de (6.15) que si z est réel et z € B(a;R), alors f(z) = In z. Notons 
qu’il y a aucune contradiction entre (6.14), la continuité (et même l’holomor- 
phie) de f dans B(a ; R) et le fait que f(z) = In z si z est réel avec z € B(a; R); 
c’est la discontinuité de z In z pour z € R- qui explique ce point. 

On voit que f définie par (6.13) dans B(a; R) donne un prolongement 
analytique de In aux points de 


B(a;R)\9 € ]-00,0[ =R- \{0} 
avec l’inconvénient (inévitable) que pour 
2e Blu RO NI 0r 


f(2) Z In z selon (6.14). La fonction f, en fait, est obtenue à partir d’une autre 
détermination holomorphe du logarithme À définie dans le domaine À = C\R} 
par la formule 

À(z) = In|z| +10(z) 


où 0(z) est la détermination de l'argument de z dans l'intervalle ]0, 27 {. 
Observons que 


ANAL ECC CR CU 


où E+ = {2:Imz>0}, E- = {z:Imz < 0} ; l’ensemble ouvert C \ R est non 
connexe ; sur E+, À =In et sur E_, À = In +2#i; la fonction À est discontinue 
aux points de R}, alors que In est discontinue aux points de R_. 

En revenant à la fonction In définie dans {2 = € \ R-, observons que si 
le point a est choisi dans le deuxième quadrant ouvert (comme ci-dessus) et 
si B(a; À) est le disque de convergence de la série de Taylor de In au point a 
(R = |a|), alors 

Ba MN DER 


où BIC Ba R) mc 0} PS ne dis 
B+UB- est une partie ouverte non connexe et la fonction f définie par la série 
de Taylor (6.13) de In au point a coïncide avec In dans B} car f = In dans 
B(a;r) contenu dans B}+ (r = Ima) et B} est connexe ; sur B-, par contre, 
on à (6.14) : f = In +271. 
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La situation est similaire pour la fonction 
g(z) = zh, EN Etes 


où BEC\Zet zô = exp(B In z) ; si Rea < 0,Ima > 0, alors la série de Taylor 
de g au point a est 


dont le rayon de convergence est R = [al > r = Ima. Soit À la fonction 
holomorphe définie par cette série de Taylor dans B(a; À) ; on a h(z) = g(z) si 
Zeb, — Ba; R)n{7;mz0} maissizeB = Ba R)1{z:Ime 0}, 
alors 


= ap (£ re nr £)} 


= exp{B(In ZE 2mi)} = zh exp(2ril) 


en vue de (6.16) ; ainsi, pour z dans B_, 
h(z) = g(z) exp(2ri) # g(2) 
si £Z. 


Dans les écrits classiques, on «explique» ces faits en disant que log z et 
z8 sont des «fonctions multiformes » et qu'une traversée de la fente R_ risque 
de donner un saut de +27i, respectivement de exp(+2xif). La théorie moderne 
des «fonctions multiformes » passe par la théorie des surfaces de Riemann 
que nous présenterons dans le chapitre 8. 

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques définitions appro- 
priées concernant les prolongements analytiques ; celles-ci généralisent la notion 
des points singuliers et réguliers que l’on a introduite dans le paragraphe 6.2.2 
pour tenir compte du comportement manifesté par les fonctions In et z2 + zb. 


6.2.8 Généralités sur les points réguliers et singuliers 


Soit f une fonction holomorphe dans un domaine #2 de € avec 2 £ C ; soit 
Ç € Fr 9 ; s’il existe un voisinage ouvert V de € et une fonction h holomorphe 
dans V tels que h = f dans la composante connexe de f2NV contenant €, alors 
nous disons que € est un point régulier de f ; dans le cas contraire, Ç est un 
point singulier de f. Par définition, un point Ç dans #2 est un point régulier 
de f. 

Dans le paragraphe précédent, on à vu que f2NV peut être non connexe, 
même si V est un disque ouvert centré en (. Si € € Fr 2 est un point régulier, la 
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fonction h définie dans V, un voisinage ouvert de €, permet un «prolongement 
analytique» de f dans {2 U V ; mais il est possible que ceci ne donne pas une 
fonction définie dans {2 U V car il peut y avoir des points z de #2 NV où 
h(z) # (2). 

Avec les définitions générales ci-dessus, on voit que pour In, définie dans 
C\R-, les points de R_ \ {0} sont réguliers ; néanmoins les prolongements ana- 
lytiques de In ne définissent pas une fonction holomorphe dans C* ; la situation 
est analogue pour 2H 2 = exp(zlnB), B & Z. 

Cette circonstance nous oblige d’envisager le problème dans les termes 
suivants ; appelons (f, 2) un élément d'une fonction si f est holomorphe dans le 
domaine 2. Un autre élément d’une fonction té 9) est appelé prolongement 
analytique direct de (f, 2) si ANS est non vide et f = f sur une composante 
connexe de {2 N f. Un élément d’une fonction (g, À) s'appelle Fe 
analytique de (f, 2) s’il existe des éléments de fonction (f;, 2;), j = 1, n, 
tels que 


(f, 1) = (F, 2), (fn; fn) = (9, À) 


et (f;, 2,;) est un prolongement analytique direct de (fj_1, f2;-1),3 = 2,...,n. 
On a. maintenant la famille de tous les éléments d’une fonction ( £ a) 
qui sont des prolongements analytiques de (f, 2). La famille {(fa, a)} est 
complètement déterminée par (f, 2) ; elle est, en fait, la même si l’on remplace 
(f, 9) par Lies U) où U est un sous-domaine quelconque de {2 ; on peut ap- 
peler cette famille {(fa, a)} une configuration analytique (« analytisches 
Gebilde » d’après la terminologie de Weierstrass). Une configuration analytique 
{(fas a)} n’est pas une fonction définie dans une partie ouverte de € ; nous 
verrons dans le chapitre 8 qu’elle est néanmoins identifiable avec une fonction 
définie sur un ensemble appelé «la surface de Riemann de f » où (f,{2) est 
l’élément de fonction qui a engendré la configuration analytique. 

Le reste de ce chapitre est consacré à la considération d'exemples impor- 
tants du type suivant : supposons qu’une fonction f est définie dans un domaine 
{2 par une intégrale (ou par une série ou par un produit ou par une fraction 
continue où par un autre procédé) ; on essaie de voir si f peut être prolongé 
analytiquement sur un domaine {2 (C ©) plus grand que f2. 


6.3 REPRÉSENTATION PAR DES INTÉGRALES 


6.3.1 Préliminaires 


Supposons que g(z,t) est défini comme un nombre complexe pour z € f?, 
t E I, où {2 est une partie ouverte non vide de C et I est un intervalle de R ; 
supposons que pour chaque z € {?, 


1@= foto dt (6.18) 
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existe. Si pour chaque t € I, z + g(z,t) est une fonction holomorphe dans 
92, il est naturel de demander si f n’est pas aussi holomorphe dans #2. La 
proposition 3.4.6 est un énoncé qui peut être interprété comme une réponse 
affirmative au problème posé lorsque 7 = [a, b], un intervalle compact de KR, 
et g ainsi que (0g/0z)(z,t) sont continues dans {2 x I. Dans cette section, 
nous généralisons cette proposition ; cela nous permettra d'étudier plusieurs 
fonctions holomorphes f données par une formule du type (6.18). 


6.3.2 Proposition 


Soit {2 une partie ouverte non vide de €, TI un intervalle de R et 
g:{2x I — € une fonction continue telle que : 


(i) z g(z,t) est holomorphe dans {2 pour chaque t € I ; 


(ii) il existe une fonction M : I — R+ telle que lg(z,t)| <M(t),tE€lI, pour 
tout z € S2 avec 


] M(t) dt < co. 
1 
Alors f définie par (6.18) est holomorphe dans #2 ; de plus, 


fe) = TELCD dt, 2€, (6.19) 
) 


où g(K)(z,t) est égal à (Ëg/87*)(z,t), & = 1,2, Siy est un chemin oil 
par morceaut dans 92, alors 


[res [{focoe) dt. (6.20) 


DÉMONSTRATION 


L'intégrale de (6.18) qui définit f(z) est absolument convergente à cause 
de la condition (ii) de la proposition ; aussi, f est continue dans {2 car si Zn € {, 
2n — 2 € N (n — co), alors 


dm, FC = Jin, Joten 0 dt = Jim, on, Ddt = [rate dt = 1), 
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l'échange de limn_ et f, étant justifié par le théorème de Lebesgue. Pour 
démontrer que f € H({2) nous utilisons le théorème de Morera (8 3.5.5) ; pour 


ce faire, nous établissons d’abord la dernière affirmation (6.20) de la proposi- 
tion. Soit y:[a, b] — C un chemin CT par morceaux ; alors 


[res f{foe.ar) &= [ {forts at) y/(u) du 


= [{foe.vae} at 


ce qui donne (6.20) ; ici, on a utilisé le théorème de Fubini qui est applicable 


4 ii |g(y(u) t) | [y (u)| dt du < Mo OC ee 
@ di ! . a 


[treo.o| ae < f mto at = Mo < 00. 


Soit 7 un chemin triangulaire dans {2 tel que le domaine triangulaire T associé 
à 7 est contenu dans {? ; alors, selon (6.20), 


Lroa [ {fa dt=0 


car, z g(z,t) étant holomorphe pour chaque t € I,on a 


où 


fstdaz=0, té Ie 
. 


grâce au théorème de Cauchy. 


SO 20 eu ne r > 0 tel que B{zo;r) € 9; si y est le chemin 
circulaire y(t) = 20 +rett, 0 <t < 2x, la formule de Cauchy donne : 


(k) _g(w,t)dw . 
9 ne BUS k=1,2,.. (6.21) 


si z € B(z0;r). De (6.21) on conclut que gK) est continue (en tant que fonction 
e (z,t)) et que 


k! 
M (0|< ME, ze Beoir), tel; 
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ceci montre que l'intégrale dans (6.19) est absolument convergente pour z € 
B(20;r) et donc pour tout z € f? car z0 est arbitraire. Pour établir (6.19), il 
suffit maintenant d'utiliser (6.20) dans la forme suivante : 


k! f(w)dw El 1 
10e TE | OS 2 a dt} du 
Ji . (a " js Ti ; (a : 2°41 I ( ) 
_ k! g(w, t) (k) 
où 7 est le chemin circulaire qui figure dans (6.21). + 


REMARQUES. La continuité de g n’est pas fondamentale ; ce qu’il faut c’est 
que g soit mesurable (une condition que nous ne discuterons pas ici) ; elle est 
presque toujours vérifiée ; il suffit par exemple que z + g(z,t) soit holomorphe 
pourtelettr g(z,t) soit continue (ou mesurable) pour z € #2. Les deux 
conditions essentielles de la proposition 6.3.2 sont : 


(i) l’holomorphie de z2+ g(z,t) pourt ET ; 
Gi) [g(z,t)| < M(E), t ET, pour z € 42. 


Sous l’hypothèse de la continuité de g, on peut donner une preuve plus élémen- 
taire (c’est-à-dire une preuve qui évite l’utilisation du théorème de Lebesgue et 
du théorème de Fubini général) mais elle serait plus longue. Nous utiliserons la 
proposition 6.3.2 toujours sous l'hypothèse de continuité de g. 

La proposition 6.3.2 est la généralisation aux intégrales du théorème de 
Weierstrass pour les séries (prop. 5.8.6) ; en utilisant une intégrale générale du 
type 


fa) = Î g(z,t) u(dt) 


on peut donner une proposition qui contient les deux propositions ; ici (7,4) 
est un espace mesuré (vol. 1, chap. 5). 

La proposition 6.3.2 devient particulièrement simple si Z est un intervalle 
compact ; nous énonçons ce cas particulier comme un corollaire. 


6.3.3 Corollaire 


Soient {2 une partie ouverte non vide de €, Z un intervalle compact de 
R et g : #2 x I — € une fonction continue telle que z+ g(z,t) est holomorphe 
dans # pour chaque t € I ; alors f définie par (6.18) est holomorphe dans {2 
et (6.19), (6.20) sont vérifiées. 


DÉMONSTRATION 
Soit D une partie ouverte non vide bornée telle que D C #; puisque 
D x I est compact et g est continue, On à 


sup lg(z, t)| ROC 
AD EN 
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On peut maintenant appliquer la proposition 6.3.2 à la restriction de g à D XI 


en remarquant que 
FL M dt < co 
Ïl 


car Î est compact ; on à alors f holomorphe dans D ; en variant D on aura 
que f est holomorphe dans 2. La démonstration de (6.19) est basée sur (6.21) 
qui concerne B(z2g;r) = D; donc (6.19) reste valable (avec M remplaçant 
M(t) dans les raisonnements). La démonstration de (6.20) s'obtient de même 
manière ; il suffit de placer le chemin 7 (dans #2) à l’intérieur d’une partie 
ouverte bornée D telle que D € A2. + 


REMARQUE. Dans les applications qui suivent (8 6.3.4), il faut se rappeler du 
raisonnement utilisé dans la démonstration du corollaire 6.3.3 ; l’holomorphie 
étant une propriété locale, pour démontrer que f est holomorphe dans {2, il suf- 
fit de le faire à la restriction de f aux parties ouvertes bornées (ou simplement 
aux disques ouverts) dans f2. 


6.3.4 Quelques exemples 


Exemple 1 
Démontrons que 


[” dt __  2T (6.22 
o l+zsint 1-22 22) 


size M=C\(J-0,-1]U[1, |). 

En effet, si f(z) est le membre de gauche et ÿ(z) celui de droite dans 
(6.22), on vérifie d’abord que f et ÿ sont holomorphes dans {2 ; puisque f(z) = 
g(z) si 0 < z < 1 (Ex. 1, 8 4.3.7), on conclut que f = ÿ dans selon le 
principe d'identité (8 5.2.3). L’holomorphie de f est une conséquence directe 
du corollaire 6.3.3 avec I = [0, 2x] et 


g(z,t) = (1 +zsin a 
car 1 +zsinmt #0 pour z € 9, t € I. Pour l'holomorphie de ÿ, on observe que 
Q-2) 22 {60 ?, = (1-2) 


où 0:09 C\ ]-00, 0] et w + wl/2, w € C\]-c,01] sont holomorphes. 


Exemple 2 


Démontrons que 


(e) nya à 
| exp(zt — at?) dt = (=; et” /4a Cie tr (6.23) 


mes) 
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On procède comme dans l’exemple précédent : soit f(2) le membre à gauche de 
(6.23) ; le membre à droite est évidemment une expression holomorphe dans C. 
Si z est réel, on a 


ce qui se déduit de la formule bien connue : 
Ci 2 
Î Cdt — 1. 
1,8) 


On démontre maintenant que f est holomorphe dans € ; alors le principe d’iden- 
tité (8 5.2.3) donne (6.23) pour tout z € € à partir de sa validité pour z € R. 
Pour l’holomorphie de f, on observe que si Rez < a alors 


lexp(zt — at?)| <exp(at-at?), tER, 


et . 
Î exp(at — at?)dt < oo 
—C) 
pour a € KR, & > 0; la proposition 6.3.2 donne alors f holomorphe dans le demi- 
plan ouvert Rez < a; ceci étant pour a réel quelconque, f est une fonction 
entière. 
Notons le cas particulier suivant de (6.23) : 


Le et e7tPt gt = (2) 4 sole (6.24) 
se a 
où pER, a > 0; (6.24) s'obtient à partir de (6.23) en posant z = —ip. (6.24) 
donne la transformée de Fourier de tr eo? : la transformée de Fourier 
d’une fonction intégrable g (tr g(t) EC, t € R) est définie par p+ g(p) où 


(ee) . 
a) j e“Plyttjdt, pER. 
CS) 


Exemple 3 (Fonction gamma) 
Soit 
(2 = En 0. (6.25) 
0 


démontrons que Î' est holomorphe dans le demi-plan ouvert Rez > 0; ici 
71 = exp{(z — l)Int}, 0 < t < co. Notons que, pour0<t<oæetzec, 
no _ etRez—1 2 


} 


le 
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donc, si 0 < a < Rez < b, alors 
let 1] . ra sit >l 
e 
et SO NE 


Puisque 


l OO b 
| Ho Les. Î nn 0e 
0 jl 


si a > 0 et b > 0, on peut appliquer la proposition 6.2.2 avec 
—t,b—1 e 
(A Si ul 
Do ne ie NN RM ; 4 
{ } ) Cr 0e 01 


ce qui prouve que f est holomorphe dans le domaine a < Rez < b; en variant 
a et b, on obtient que f est holomorphe dans Re z > 0. Une propriété fonda- 
mentale de la fonction gamma est donnée par son équation fonctionnelle : 


TEL =z21(). 


Puisque les deux membres de cette équation sont des fonctions holomorphes 
dans Rez > O, il suffit pour l’établir de la vérifier pour z réel > 0 ; dans ce cas, 
une intégration par partie dans l’intégrale de (6.25) donne le résultat : 


(ee) (ee) 
DEP) ul di ere + : | nd 1 
0 0 


Car 
Re = 0 0! 
= t—00 


Puisque l'(1) = 1 (par un calcul direct élémentaire), on déduit de l’équation 
fonctionnelle de la fonction gamma que 


T(n+l)=n!, nenN 


(ce qui «justifie» notre convention que 0! = 1). On vérifie que, pour Rez > 0, 
(ee) 
rK)(2) = | a ho) Re 
0 


On étudiera la fonction gamma plus en détail dans la suite. 


Exemple 4 (Fonction bêta) 
Soit 


1 
Ep, a)— | Por (1 - ne dés (6.26) 
0 
démontrons que p + B(p,q) est holomorphe pour Rep > 0 (avec q fixe, 


Reg > 0) et que q + B(p,a) est holomorphe pour Reg > 0 (avec p fixe, 
Rep > 0). En effet, en fixant q tel que Reg > 0, on a 


je (1 : "| ne ne Co 
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puisque 


1 
j Er) nd 
(0) 


si a > 0et 8 > 0, on obtient de la proposition 6.2.2 (avec ? = ]0,1{) que 
pH B(p,q) est holomorphe si 0 < à < Rep avec B = Req > 0 (q fixe) car 
alors 


LR) <TOUTES etes 


En variant @, on obtient que p+ B(p,q) est holomorphe pour Rep > 0 avec q 
fixe, Reg > 0 ; l'affirmation pour q + B(p, q) est obtenue de manière analogue. 


Démontrons que 


B(p,q) = T@T() (6.27) 
pour Rep > O0 et Reg > 0. Notons que 


O0 
Re l'(z) = Î CR OT) 
0 


si Rez > 0; donc pour q fixe, Reg > 0, 


est holomorphe pour Rep > 0 ; grâce au principe d'identité, il suffit donc de 
vérifier (6.27) pour pet q réels, p > 0, q > 0, car alors (6.27) sera valable pour 
Rep > 0, q > 0 ; on peut ensuite répéter le raisonnement pour avoir la validité 
de (6.27) pour un p fixe, Rep > 0, et pour tout q tel que Reg > 0. Pour p, q 
réels et > 0, on obtient en utilisant le théorème de Fubini pour les fonctions 
positives que 


OC O0 
r@r@= | mie tai | u9- let au 
0 0 


O0 (ee) 
= 1. mo (| iris out do) dt (en posant u = tv) 
0 0 
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CON dl CO no 1 ri 
Î ————— du = | ( ) ( ) dv 
RE On lt (So 


1 
_ | CE GES 2} ne dt (en posant t = 1/(1+v)) 
0 


car 


= B(p, q). 


Ceci établit (6.27) pour p, q réels et > 0, d’où sa validité pour Rep > 0, 
Re q > 0. 
De (6.27) on voit que 


B(p, q) = B(q,p) 


ce que l’on peut aussi démontrer directement sans difficulté. 
En posant t = cos? x dans l'intégrale définissant B(p,q), on obtient 


œÿe 
Î (cos x) # (sin x) 2 dr = : B(p, q) 


ce qui s'écrit, en utilisant (6.25), 


m/2 | cote) 
| (cos x) (sin x) dx = 27 ((a + B)/2) (6.28) 


où Rea >0et ReB > 0. 


6.3.5 Remarques 


L'intégrale (6.26) pour B(p,q) s’appelle la première intégrale eulé- 
rienne et celle (6.25) pour l'(z) s'appelle la seconde intégrale eulérienne ; 
cette terminologie (ainsi que la notation l’(z)) est due à Legendre qui a donné 
de nombreuses formules reliant les fonctions bêta, gamma, les fonctions trigono- 
métriques et les fonctions elliptiques dans ses « Exercices de calcul intégral», 
en trois volumes (1811-1817). La fonction gamma avait été introduite par Euler 
(dès 1729) comme une fonction continue d’une variable réelle x > 0 telle que 
pour x = n € N* la fonction vaut n! ; c'était donc un problème d’interpolation 
qui emmena Euler à la fonction l (nommée fonction gamma d’Euler par 
Legendre) ; Euler donne l'(x) sous forme d’un produit infini 


T(x+1)= II not(n+1) 


LD He 
ræil Li 


(que nous étudierons dans la suite) d’où il obtient 


F{x+1)= [ C ) dé (6.29) 


0 
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ce qui équivaut à la formule (6.25) (en posant t = e "): 
OO 
HÉDES | eu du. 
0 


Une source mathématique et historique très riche concernant la fonction gamma 
et de très nombreuses fonctions qui s’en déduisent est le livre classique de 
N. Nielsen (Die Gammafunktion, Chelsea, 1965, la première édition datant de 
1906). Nielsen remarque que (malgré la terminologie de Legendre) l'intégrale 
(6.25) ne semble pas apparaître dans les écrits d’Euler, même si elle écbien 
principe, équivalente à l’intégrale (6.29) qu’il donna dès 1729. Cette remarque 
de Nielsen (qui reflète celle faite par Pringsheim dans son ouvrage ( Vorlesungen 
über Zahlen-und Funktionenlehre, 1916-1925, p. 1204) remarquable par sa pré- 
sentation rigoureuse et extrêmement détaillée de l’analyse réelle et complexe) 
n’est pas entièrement exacte. L'intégrale (6.25) apparaît bien dans les écrits 
d’Euler (cf. Opera Omnia, Series prima, vol. 19, pp. 219-227, par exemple). 

Ce qui est vrai, c’est que Euler utilise la forme (6.29) ainsi que (6.26) 
beaucoup plus fréquemment (pour B(p,q)) ; il apparaît aussi qu’il ne semble 
pas réaliser que l'(z) (défini par (6.25) ou (6.29)) possède un «prolongement 
analytique » (notion inconnue à son époque) réalisé par le produit infini (6.42), 
notion qui lui était pourtant familière. Même si la notion formelle du prolon- 
gement analytique n’existait pas à cette époque (XVIII* siècle), on constate 
qu’Euler et d’autres mathématiciens ont utilisé ce procédé dans la forme intui- 
tive suivante : on a deux expressions F(2) et G(z) qui coïncident pour certaines 
valeurs de z : alors on les identifie pour d’autres valeurs de z. (Pour d’autres 
remarques historiques sur la fonction gamma, voir le paragraphe 6.3.9.) 

Le nombre de formules qu’'Euler a donné en utilisant les fonctions bêta 
et gamma est extraordinaire et certaines de ses formules ont été redécouvertes 
par d’autres mathématiciens illustres comme Gauss. Le livre cité de Nielsen 
consacre plus de cent pages au sujet des intégrales calculables en utilisant les 
fonctions bêta et gamma ; comme observé par Nielsen, la formule (6.27) (connue 
d’Euler) montre que la fonction bêta n’est pas vraiment une nouvelle fonction 
indépendante de la fonction gamma. Néanmoins, comme le montre (6.28), la 
fonction bêta peut être utile dans l’expression de certaines formules. Un bon 
résumé succinct des propriétés de la fonction gamma est donné sous une forme 
moderne et élémentaire dans le livre de Bourbaki (Fonctions d’une variable 
réelle, Paris, 1976, chap. VII). 


6.3.6 Prolongement analytique de la fonction gamma 


La fonction gamma possède un prolongement analytique (également noté 
par T°) dans C \ {0, —1, —2,...} ; chaque point —n est un pôle simple avec 


ou 


n! 


Res(l”; —n) = , nEN. 
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DÉMONSTRATION 


En partant de (6.25) (où Rez > 0),on a 
T(2) = &(2) + Ÿ() 


avec 
1 CA 
et)= | en. ve)= | ent de Re 0. 
0 1 


Le raisonnement utilisé pour établir l’holomorphie de 7° dans Rez > 0 
(exemple 3, 8 6.3.4) démontre que Ÿ est une fonction entière ; en effet, pour 
bEeRet Rez < b, 

fret ee EE) 


ce qui permet de déduire de la proposition 6.2.2 que Ÿ est holomorphe dans 
Re z < b d’où l’holomorphie de Ÿ dans € en faissant tendre b vers co. D'autre 
part, pour Rez>e>0,ona 


(6.30) 
_. . ns À n+2z—1 . ni)" | 
=> n! l L 2 rene 


la justification pour l’échange de É et > 9 sera discutée et donnée dans le 
paragraphe suivant. 


La série 
OO (—1)" 
> nl(z+n) GE 


représente une fonction holomorphe dans € \ {0, —1, —2, ...} ; en effet, si D 
est un disque ouvert quelconque tel que 


DAN{0,—1, —-2,...}=0, (6.32) 
alors 
inf{ffz+nl:neN,z2EeD}=c>0 
et 
ir 
re a 
n'(z+n) cn! 


ceci montre que la série (6.31) est normalement convergente dans un tel en- 
semble D ; la somme de la série représente donc une fonction holomorphe dans 
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D (prop. 5.8.6) ; D étant un disque ouvert quelconque remplissant la condi- 
tion (6.32), on conclut que la somme de la série dans (6.31) donne une fonc- 
tion holomorphe dans € \ {0, —1, —2, ...} ; celle-ci coïncide avec y(z) lorsque 
Re z > 0 ; on conclut que la représentation 


POP OE CE OL rt 


n=0 


+ Y(2) (6.33) 


donne le prolongement analytique désiré de I”. De (6.33) on voit aussi que pour 
tout me N 
—1)" 


lim Ce : 


2—-m mi! 


compte tenu de la convergence normale de la série dans (6.33), on peut échanger 
liMz—-m et >_n 0 ; ceci complète la démontration. + 


6.3.7 Interchangeabilité de l’intégrale et de la somme 


La justification pour l’échange de 1 et 770 dans (6.30) est extrê- 
mement simple si l’on utilise les principes de l'intégrale de Lebesgue (énumé- 
rés dans Conventions, Notations, Rappels). Ainsi, si { est un intervalle réel 
quelconque et fn : I — € sont des fonctions intégrables (n = 0, 1, ...) telles 


que 
> Jirtla < ©, 


alors 


EL ro = > pro 


Dans (6.30), on a I = ]0,1{, fnft) = ((—1)"/n!) #27! avec Rez > € > 0, 


et 
OC 


> / D if emtetae 
SN lt) dt < à | PTE) —— <e 
n=0 Î se OÙ = ture) 
ce qui justifie l'échange en question. 
Si l’on veut éviter l'usage de la théorie de l'intégration de Lebesgue, on 
doit procéder par la définition des intégrales impropres ; ainsi, si Rez > 0, on 
pose 


1 : 1 : 1 
| #=ldt= lim tel dt = = <00 
0 
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si e > 0. On constate ensuite que 


R=Ù 


uniformément en t € [0,1]; donc, pour un 6 > 0, il existe un MG tel que si 
N > No, 


sup 0e 


o<t<1 


EL 


n: 


Si Rez > 0, on aura, pour N > No, 


N sn 1 
(2) - EE f gntzol dé 


n=0 
N n 


1 
< | 
5) n=0 


1 
0 


let) Ce 


puisque 
1 
| di ec 
0 


et 6 > 0 est arbitraire, on voit que 


OO Sie 1 
p(z) = h oo] antz1 q+ 


n=0 


ce qui est le résultat de l’échange en question dans (6.30). 

On peut utiliser ce type de raisonnement pour presque tous les problèmes 
concrets de l’analyse complexe, évitant ainsi l’usage de l’intégrale de Lebesgue. 
Par exemple, l’intégrale (6.25) pour l'(z) peut être interprétée comme 


n 
NP) =" hm cod, 


OUT — 2, 9, .. - DOuTTixe, 
n 
fn(z) = | cn tandi 
l/n 


définit une fonction holomorphe dans Re z > 0, ce que l’on peut démontrer di- 
rectement, sans la proposition 6.3.2 ou son corollaire, en utilisant (par exemple) 
la proposition 3.4.6. On démontre ensuite que fn(z) — l'(z) (n — œ) locale- 
ment uniformément dans Rez > 0, ce qui donne l’holomorphie de (2) dans 
Fez > 0: 

Pour éviter ces longueurs, nous avons décidé d’utiliser les principes sim- 
ples de lintégration de Lebesgue chaque fois qu’ils nous permettent d’arriver 
au résultat rapidement. 
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6.3.8 Autres méthodes pour le prolongement analytique de l'(z) 


L'équation fonctionnelle de la fonction gamma 
Rene RE) 
valable pour Re z > 0, donne par récurrence, pour n € N*, 


nu) ae T(z2+n) 


z D 


Le membre de droite de (6.34) est une fonction holomorphe dans 
CÉRES Cu) 0 0. 1)). 


il permet donc de prolonger l’ analytiquement à ce dernier domaine plus grand 
que {z : Rez > 0}; ceci étant pour tout n € N*, on conclut que T° peut être 
prolongé analytiquement à C\(—N). Comme auparavant, on écrit aussi l' pour 
cette fonction prolongée ; si m € N, -m est un pôle simple car on tire de (6.34) 
avec un ñn > M: 


| . T'(n— m) Pie 
ON te a 0 de 


en utilisant l'(n — m) = (n —- m +1)!; donc Res(l'; -m) = (—1)7"/ml. 
Une autre méthode pour le prolongement analytique de la fonction l'est 
intéressante tant du point de vue historique que théorique. On définit 


Tn(z) = je bol Ci - 2) dt (6.35) 


où n € N*',Rez > 0; en posantt=nu,ona 


1 
Tn(2) = | u?71(1 -u)" du. 
0 


En faisant des intégrations par parties successives, on obtient 


: nm L n—] 
| (ia) du =? | ul u)  du=.- 
J0 0 


n| | 
es / ut" du 
2(2+1)---(z2+n—1) Jo 
n! 


2(z2+1):..(2+n) 


d’où 
(6.36) 
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La définition de Z,(z) par (6.35) donne une fonction 7} holomorphe dans 
Re z > 0; l'égalité (6.36) montre que le membre de droite de (6.36) fournit un 
prolongement analytique de 1» dans € \ {0, —-1,..., —n}. Nous démontrons 
maintenant que 
li nr F (6.37) 
noo 2(2+1)(2+n) (a) | 
existe pour tout z E C \ (—N), la convergence étant uniforme dans tout disque 
fermé disjoint de —N. 


DÉMONSTRATION DE (6.37) 
Une manipulation algébrique simple donne que 


moon sine = 2 
a = z/k 
IL (+5 e (6.38) 


oùÿn = +.-+1l/n)-Inn.n =! 2... 
De (6.38) on voit que (6.37) sera établi si l’on démontre les deux points 
suivants : 


(i) limn_—00 Yn = y existe (7 s’appelle le nombre d’Euler ou d’Euler-Mas- 
cheronis 5 =0 5770) 
(ii) si fx(z) = (1+ z/k)e72/#, alors d’abord 


N— 00 


lim [[ fk(2) = f(2) 
il 


existe pour tout z € €, la convergence étant uniforme dans tout ensemble 
compact de €, ensuite f(z) £ 0 si z # —N. 


En effet, de (6.38), (i) et (ii), on a 


1 z 
FO = zel2f(z), 7 =N (6.39) 


ainsi que la validité de (6.37). 
Pour le point (i), on note que pour n € N*', 


1 D PT EN 
= LH... + — _ _— — — =, Es 
di ( +) Î t (I Î t La 


n—1 k+l}_E 1 
=D D dit 
k=1 7 
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d’où 
1 © 
= lim 7 | ide 
nn) 2 roman 
k=1 
Puisque 
OO OO O0 
1 li 
= a. D ec een 
ON à 
1 Tr? 
ire (+ € ]0,5,0,831). 


Il est utile de savoir que {7} est une suite strictement décroissante car 


1 1 
A 
Re ( )< 


puisque 0 < y» < 1 = 1, ceci donne l’existence de y aussi mais pas le fait que 


20: 
Pour le point (ü), on établit que 


I1—(1-7z)e| < 2f 


-o-pe 2 2{0-5)4(n ses mn) +) 


panel S (GE -ex) © 


si [z| < 1. De (6.40), on obtient 


SNS (6.40) 


2 
pre |(+é)er1l< EE SES PE e 


ainsi, la série 
O0 
Ÿ_ |fetz) —1] 
B=i 


est normalement convergente pour z dans un ensemble compact quelconque. 
D’après une proposition générale sur les produits infinis (cf. 8 6.4.5), le point 
(ii) est établi et (6.37) est démontrée. + 


Nous démontrons maintenant que si Re z > 0 alors 


lim Zh(z) = I(z) = | ne (6.41) 


N— 00 
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DÉMONSTRATION DE (6.41) 
De l'inégalité élémentaire 


(=r) <Eest UT EUR 


t 10) 
nm 


posons pour 2 fixe, Rez > 0, 


on obtient 


Rez—1 —t ; 
me Ur Le 


MC) = Helen nt 10; 


nm 


Du paragraphe 6.3.4 (exemple 3) on sait que 


alors 


Lo,n[(t) UGS) PSS 


O9 
| ML) dec 
0 


de plus 
t n 
lim #21 Ci - 2) = TR Nr > 0: 


T— 00 


Enfin, avec le théorème de Lebesgue, on conclut que 


CO 


. = t\° es 
Jim In(z) = lim Lou (-1) Mon dt = | ent NC )e 


n— CO 0 0 


REMARQUE. La démonstration de (6.41) précédente peut être présentée de 
telle manière que l’on obtienne la convergence uniforme dans (6.41) pour a < 
Rez < b, 0 < a < b < w; ceci démontre de nouveau que T° est holomorphe 


dans Rez > 0. 


À partir de (6.36), (6.37), (6.41) et de l’holomorphie de T° dans Rez > 0, 
on obtient que la fonction F de (6.37) donne un prolongement analytique de T 
au domaine C€\ (—N) ; on obtient également les formules importantes suivantes 


pour tt) 


00 LL 
IP = li a 
G) es 2(2+1)..-(2+n)° 


1 un = VA —2/k 
en Li Re Fh, zec. 


z2EC\(-N) 
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La formule (6.42) s’appelle la formule d’Euler-Gauss ; (6.43) s’appelle le pro- 
duit canonique de Weierstrass pour la fonction entière 1/1". Notons que 
(6.43) est simplement (6.39) sous une écriture explicite ; elle montre que les 
zéros de 1/1" sont des zéros simples et qu’ils correspondent aux pôles de L': 


1 
7 lent ni 


6.3.9 Commentaires (continuation du paragraphe 6.3.5) 


La formule (6.42), avec une présentation légèrement différente et z 
réel > 0 (voir la formule qui précède (6.29)) était le point de départ d’Euler en ce 
qui concerne la fonction gamma. Comme cela a été indiqué, la fonction gamma 
(terminologie introduite plus tard par Legendre) était, pour Euler, d’abord 
une fonction «continue» définie pour x > 0 telle que sa valeur en x = n € N* 
soit égale à n!. Il semble qu'Euler fut influencé par un article de Goldbach 
sur le sujet (Opera Omnia, Series prima, vol. 14, pp. 1-2); il communiqua 
cette formule à Goldbach dans une lettre de 1729 (A. Jushkevitch, E. Winter 
(éditeurs), Leonhard Euler und Christian Goldbach, Briefwechsel 1729-1764, 
Akademie-Verlag, 1965) et il publia un article complet sur le sujet en 1730 
alors qu’il n’avait que 23 ans (voir la référence précédente à ses œuvres). Euler 
a eu une correspondance prolifique avec Goldbach pendant 35 ans. Goldbach 
est un diplomate-savant d’origine allemande ; il a laissé une conjecture célèbre 
(communiquée dans une de ses lettres à Euler, en 1742) concernant la théorie 
des nombres qui peut s’énoncer comme suit : si n > 4 est un entier pair, alors 
n = p + q avec p, q nombres premiers ; cette conjecture reste non démontrée. 

Dans son article de 1730, Euler après quelques remarques générales con- 
cernant l’article de Goldbach et la formule de Wallis (8 6.4.7) commence par 
observer que 


1 n! 
Î Fix, ne ae mo. 


(exprimée ici et dans la suite en notation moderne) ; cela s’obtient immédiate- 
ment par une intégration par parties et par récurrence ; Euler utilise la formule 
du binôme sur (1—x)" et intègre terme à terme. Ensuite, il utilise le change- 
ment de variables r%*1 = y dans l'intégrale, ce qui donne 


1 Me, n! | 
= ju ) D JG nc) 


D 0 dec 0 


ce qu’il fait après correspond à prendre la limite lorsque à — co dans 
1 
+2) (a+nXa+n+n | (1 nou) dr 
0 


obtenant ainsi 
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en utilisant la relation 


lim hi nue 0 
Ee—0 E 


(en fait, Euler écrit (1 — y°)/0 =Iny!). En posant In(1/y) =t,on a 


OQ 
. e-tt"dt= n! 
0 


ce qui correspond à l'intégrale de (6.25). 
Gauss arrive à l’expression 1n(2) ((6.35), (6.36)) dans son étude des fonc- 
tions hypergéométriques 


7 CROIENT 
F(abe;2)=1+ p 200 CCE ; 


on vérifie facilement que pour a, b, c (nombres complexes) donnés (avec c & 
—N), la série entière précédente possède un rayon de convergence égal à 1, 
définissant ainsi une fonction holomorphe dans |z| < 1; en fait, F(a,b;c;2) 
se prolonge analytiquement comme une fonction holomorphe dans C \[1, | 
(37, chap. XIV]. Nous n’étudierons pas cette fonction ; elle occupe une position 
centrale parmi les fonctions dites spéciales de l’analyse car on obtient un 
grand nombre de ces fonctions spéciales à partir de F(a,b;c;z)en variant a, b, 
c de manière appropriée. L'expression 1h(z) amène Gauss à la détermination 
de sa limite lorsque n — © dans (6.35) et (6.36) ; Gauss semble ignorer que 
l'expression (6.36) pour 1n(z) était déjà traitée par Euler (pour z > O0). 

Nous reviendrons à la fonction gamma dans la section 6.5 ; pour l’immé- 
diat, nous présentons brièvement la théorie des produits infinis. 


6.4 PRODUITS INFINIS 


6.4.1 Préliminaires 


Soit en une suite de nombres complexes ; par [[%°_p an ou sim- 
plement [], an ou [[,>04n, nous entendons 


si cette limite existe ; la définition pour [|] an est analogue : 


n>m 


He=, un ÎL 


n>m 
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Avec cette définition, si ang = 0 pour un seul indice no, alors 


et 


n2>0 


Nous dirons que 1 an est convergent s’il existe un indice no tel que an # 0 
pour n > no etsi 


N 
IL = Il 0 — lin Il Ge SI 
N—0co 
n>no n>no+il n=no+1l 


Ainsi, pour un produit convergent Es Gn, ON à Il50 an = 0 si et seulement 
si un des termes a, est nul. 


Le produit infini [[, an converge si et seulement si pour chaque € > 0 ül 
existe un N tel que 


n+k 


DEN (6.44) 


j=n+1 
dès quen>N,k>l,n et k entiers ; en particulier 


n— 00 
An —_ +] 


si [], An converge. 


DÉMONSTRATION 


(i) Supposons que [[, an converge ; alors il existe un no tel que an % 0 pour 
n > no et pour n > np 


n 
n—00 
= HN =. 0 
j=no+1 


Îl existe donc un 6 > 0 tel que |pn| > 6 > 0 sin > no; pour € > 0, on 
détermine N tel que 


eee 0 Ho De ke le 


alors 


Pts il < ÉT<e, 1 ON El 
Pn ° [Pn| 


ce qui est (6.44). 
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(ii) Supposons que la condition (6.44) soit vérifiée ; avec € = 1/2, on aura un 
no tel que pour n > no, 


[Pn — 1] < 
Pn 2 
où 
nm 
Île = Il a; 
DL 0 till 
Alors, pour n > no, ; : 
_ <a = 


et an £ 0. Sie > O est donné, on choisit N tel que pourn>Netk21lon 
ait 

€ 

Pn+k = 1 < — 

Pn 2 


ce qui est possible à cause de (6.44) ; alors 
€ € 3 
ÎPn+k — Pnl < 3 |Pnl « 99 < € 


dès que n > N, k > 1; autrement dit ten est une suite de Cauchy. 


Donc 
nr 
Jim Pn —= Jim Il aj =P 
j=n0+1 


existe ; puisque [pn| > 1/2 pour n > no, on a que p Æ O0 ce qui établit la 
convergence du produit [[, an. + 


Si [J[h an ne converge pas, nous disons que IPS an est divergent ; 
notons que l’on peut avoir 


N 
Jim ll Gr» =Ù 
n=0 


avec tous les termes an # 0 ; par exemple si an = a, 0<a<l,ona 


N 


n=0 


on dit de tels produits infinis qu'ils divergent vers zéro. 


6.4.2 Les produits [[, (1 + bn), bn > 0 


On a vu que la convergence de JT, an entraîne que an — 1 lorsque n — 
oo ; il est donc naturel d'étudier la convergence de ces produits en écrivant 
an = 1 +bn où une condition nécessaire pour la convergence de [[,, (1 + b;) est 
que bn — 0 lorsque n — co. 
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(1) Le produit [a>0( + bn) avec bn > 0,n € N, converge si et seulement si 
D ne cor 


DÉMONSTRATION 


Posons Pn = [[E_o(1 + bn) ; on établit d’abord que 


n n 
1 + ÿ by < Pn < EXP es x) (6.45) 


si les b, > 0. La partie droite de (6.45) vient de l'inégalité 
HÉSSREN 20; 


la partie gauche s'obtient par récurrence : pour n = 0 c’est évident et le passage 
de n à n + 1 est donné par le calcul 


Pn+1 = Pn(1 fr bn+1) = Pn + bn+1Pn > Pn + bn+1 


car les ph > 1. La suite Ha est une suite croissante dont chaque terme est 
> 1; de (6.45) on voit qu’elle est bornée donc convergente si et seulement si 
Dr ee) + 


REMARQUE. Notons que si les by > 0 alors 


O0 
1 Il (1+bn) < o si le produit converge 
n=0 


et 


OO 
Il (1+bn) = 00 sile produit diverge. 
() 


= 
Il 


(2) Le produit [[®_0(1 — bn) avec bn > 0, n € N, converge si 3, bn < © ; 
si 0 < bn < 1, alors Ÿ=, bn = co entraîne que [[,-0(1 — bn) diverge vers 
zéro. 


DÉMONSTRATION 


Etablissons d’abord que, pour 0 < zx < 1, k=]1,...,n, 


1 — » TES I (1 — xx) < exp (- De x) (6.46) 
k=1 il 


La partie droite de (6.46) vient de l’inégalité 


HAUTES Der << 
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la partie de gauche de (6.46) s'obtient par récurrence ; pour n = 1 c’est évident 
et le passage de n à n + 1 est assuré par le calcul suivant : 


n+1 nm 


ITU -:x) = Hu) el 1-2) 2 1 Der eu 


il ET k=1 


compte tenu du fait que 0 < [[f_,(1—zg) < 1. 
Supposons que )_, bn < co ; alors il existe ng tel que D. DAnlDE 
donc bn < 1/2 et (1 — bn) > 0 sin > no; la suite {Pn }n>n avec 


est une suite décroissante ; elle est bornée inférieurement car de (6.46) on a 


eos. > 2: 1 > 10 - 


j=n0 


On conclut que limn-,00 Pn = p existe avec p > 1/2 > 0, ce qui établit la 
convergence de [T,,-0(1 — bn). 


Supposons que D}, bn = 00, 0 < bn < 1, n € N; la suite {Qn }n50 avec 


n 


n = [[( -b;) 


j=0 


est une suite décroissante de termes > 0 d’où l'existence de la limite qg = 
liMn-+00 n ; de (6.46) on tire 


< EXP Ds b; 
d’où q = liMmn-c0 {n = 0 si > b; = CO. + 


6.4.3 Convergence absolue des produits 


Considérons le produit 
[ee] 
I[G+bm), meC,neN: (6.47) 
n=0 
on dit que le produit est absolument convergent si 


CO 


JT G + ln) (6.48) 


n=0 


est convergent. 
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Un produit absolument convergent est convergent ; le produit (6.47) con- 
verge absolument si et seulement si 3°, |bn| < co. 


DÉMONSTRATION 
On établit d’abord que 
[A +21): (1+ 2) 1] < (1+ al). (1 + l2nl) 1 (6.49) 


QU 21,22. sont des nombres complexes et nr — 41, 2, Pour n — cest 
évident ; pour procéder par récurrence sur n posons 


supposons que (6.49) est vérifiée pour n ; nous l’établirons alors pour n + 1 en 
faisant le calcul suivant et en observant que |pn| < [nl] : 


ÎPn+1 — 1] = |Pn (1 1 le 1| < |Pn — 1] + {Pnll2n+1| 
< Qn — 1 + Gni2n+1| = Qn (1 “ Et) à LL 


Supposons que le produit (6.47) converge absolument ; d’après (6.44), pour tout 
e > 0, il existe N tel que 


nm 
IL (+181) -11<e 
FR 


dès que N < m < n ; d’après (6.49) on aura 


n 


I[u+8)-11<e 


j=m 


dès que N < m < n, ce qui est équivalent à la convergence de (6.47) d’après 
(6.44). L’affirmation (1) du paragraphe 6.4.2 permet de conclure la démons- 
tration. + 


6.4.4 Proposition 
(i) Soit an € C*,n EN; supposons que Nr 4, = pr 0; alors Der Ines 


est une série convergente et il existe k € Z tel que 


ee 
ln 7 = De In an + 2kmi. (6.50) 


n=0 
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(ü) Le produit (6.47) converge si et seulement si pour m € N, (1 + bn) £ 0 
sin > m et DnsmIn(l +bn) converge ; si Lm est la somme de cette 
dernière série, alors 


OO 
[LG +52) = bb) (die 
n=0 
(iii) Le produit (6.47) est absolument convergent si et seulement si pour m € 
N, (1+bn) £0 sin >m et 
ds In(1 + bn)| < 00 ; 
n>m 


dans ce cas 


[LG +86) = [[ (+6) 
n=0 n=0 


pour toute permutation o de N. 


DÉMONSTRATION 


(i) Supposons d’abord que p = 1 et posons 
n 
|: 20: 
j =0 
écrivOns Pn = AT Pn, On = ar£an, n > 0; il existe un entier k(n) tel que 
n 
In — ÿ Mn aj + 2k(n)ir 
j=0 


d’où 


n 
En =) 6;+2k(n)r, 1 > 0. 
j=0 


Puisque pn — 1 lorsque n — oo, on à @n — 0 (n — 00) car 2 + argz est 
continue au point 2 = 1; de même, 0» — 0 lorsque n — co car an — 1 
(n — oo) à cause de la convergence du produit [n>0o an ; alors 
n-— CO 
2{k(n HD k(n)}r = {Pn+1 — Pn} — On+1 — 0; 
ceci montre que k(n) = k € Z pour n > no avec un n9g approprié. On 
conclut que 
LL 
0 = me Gi — Jim De +2kT, 
J— 
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ce qui montre la convergence de DES") 0; et le fait que 


00 
Ÿ_0;+2k7 =0. 


3=0 
Puisque 
1 = |p| = Il lan| 
n>0 

on à 
ÿ_Infan| = 0 
n>0 

d’où 


n>0 


Ü=In1= Ÿ_{nlan| + in} + 2k7m1 = Ÿ_Inan + 2kmi, 


n>0 
ce qui donne (6.50) pour p = 1. 


Si p £ 1, on peut écrire 


et on a de la discussion précédente 
a O0 
= In(2) + >. In an + 2k'ri 
P RÆil 
où k/ est un entier approprié ; puisque 


m(") = ]n ao — In p + 2671 
P 


où 6 = 0, 1 ou —1 ; on obtient (6.49) avec k = k! +6. 


(ii) Supposons que Ÿ 5» In(1 + bn) est une série convergente ; alors 


N 
pret Le 
et 
N : N 
Re Do 


n=m+1l 


351 
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à cause de la continuité de l’exponentielle et le fait que exp(ln z) = z,z2 € C. 
D'autre part, si le produit (6.47) converge, on aura m tel que (1+bh) # 0 
pour ñn > M avec 


[LG +0) =r#0; 


n>m 
d’après (i), il existe k € Z tel que 
ip ss In(1 + bn) + 2kTi = Lim + 2kmi 
n>m 
Où D p>m In(1 + bn) est une série convergente. Ainsi, p = elm et 
IL G +06a) = (1+60)--:(1+ dm) er. 
n2>0 


(Gi) Du paragraphe 6.4.3 on sait que la convergence absolue de (6.47) équivaut 
à > lbn| < © ; puisque 


In(1 +2) 
z 


lim 


2z—0 


—\} 


on conclut que 37, [bnl < oo si et seulement si 3},,,[In(1 + bn)| < oo 
où m est tel que (1 + ba) £ 0 si n > m. Donc (6.47) est absolument 
convergent si et seulement si D Jul => bn)| < oo pour un m € N. De 
ce qui précède, on voit que, si (6.47) est absolument convergent, alors 


[TG +604) 

n>0 
est absolument convergent pour toute bijection & : N — N, Si by = —1 
pour un ñ, On aura b,{(4r) = —1 pour un n'et 


[TG +61) =0= [[ (+640). 


n>0 n2>0 


Si bn À —1 pour tout n € N, alors la convergence absolue du produit (6.47) 
donne 


L=Ÿ In(1+bn)= ÿIn(+b,(n)) 


n2>0 n2>0 
car alors ces séries sont absolument convergentes ; donc 
II (1 + bn) = el = II (1 + br(n)) 
n2>0 n>0 


selon la première partie de la proposition. + 
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6.4.5 Produit infini de fonctions 
Soit un: À —C,nenN, X une partie non vide de C ; nous dirons que 
n>0 


converge uniformément dans X s’il existe m € N tel que 1 + un(z) # 0 
DOUTER > 1m 21e Alerte 


N 
Jin Il {l+un(z)}=g9(2) #0, 2exX, 
n=m+l 


la convergence étant uniforme dans X. 

PROPOSITION. Si En>olun(z)| converge uniformément dans X, alors 
[IL +un(2)} 
n2>0 

converge uniformément dans X. 


DÉMONSTRATION 


Il existe m tel que 


ou 


sup DE l'un (2) 


zEeX n>m 


alors lun(z)| return) DSir = 1m 2x 
Posons pourn>m,2€X, 


Il {1+u;(2) 


Jj=m+l 
il est évident que 
Here). CRE 
n—00 
existe car la convergence de Ee [u;(z )| entraîne la convergence absolue et donc 


la convergence de me al + Un(z (2)} d’où g(z) # 0,z € X. De plus, pour n > m, 
on à 


g(z) = Paz) + D {Peui(e) — Pk(2)} = Pn(z) + Ÿ_ Pe(aur1(). 


kzn k>n 


Puisque, pour n > M, 
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on obtient 


pour tout n > m. Pour € > 0 quelconque, il existe N > m tel que 


Eu S_ uky1(z) Ce 
À E>n 


1/2 


dès que n > N > m à cause de la convergence uniforme de la série De [u;(z z)|, 
z E X ; alors, pour toutn >N, 


sup |g(z) — Pa(z)| < E ; 
ZEN 
ce qui établit la convergence uniforme du produit en question. + 


COROLLAIRE. Supposons que X est une partie ouverte non vide de € et que 
un: X —C,neN, sont holomorphes ; supposons que pour tout point a € X 
on a un disque ouvert D centré en a, contenu dans X, tel que En>olun(z)| 
converge uniformément dans D. Alors 


ro) IL +un()}, EX, 


n2>0 


définit une fonction f : X — € holomorphe dans X ; de plus 


2) — [LE +uo(tn)2)}, LEA, (6.51) 


n2>0 
pour toute permutation o de N. 


DÉMONSTRATION 


La convergence uniforme de P, dans D (démonstration précédente) donne 
que g est holomorphe dans D (prop. 5.8.4) ; il s'ensuit que 


m 


fU) = ITU +1(9}90) 


3=Ù 


est holomorphe dans D, d’où l’holomorphie de f dans X. La dernière affirma- 
tion est une conséquence de la convergence absolue du produit. + 


REMARQUES. On peut énoncer un corollaire analogue pour les cas où les uh : 
X — € sont continues : si pour tout a € À il existe un disque ouvert D 
centré en a tel que En>olun(z)| converge uniformément dans D N X, alors 
f (définie ci-dessus) sera continue et (6.51) sera vérifiée. La démonstration de 
cette affirmation est exactement semblable à celle du corollaire précédent. 

Notons que si f(20) = 0 alors il existe un n tel que 1+uh(z0) = 0 et vice 
versa ; donc les zéros de f forment un ensemble qui est la réunion des zéros des 
fonctions 1 + un, n > 0. 
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6.4.6 Dérivation logarithmique des produits 


Rappelons que pour une fonction holomorphe f l'expression f//f s’ap- 
pelle la dérivée logarithmique de f (8 4.6.1) ; si f = f1:::fn, les f; étant 
holomorphes, on vérifie aisément que 


F@ _$6® 
TOC) 


j=1 f5 


en supposant que les f; ne s’annulent pas au point z. Cette formule se généralise 
aux produits infinis appropriés. 

Il faut se rappeler que si f est holomorphe non constante dans un disque 
centré en z et si f(z) = 0, alors f'/f possède un pôle au point z; donc f’/f 
est une fonction méromorphe dans #2 si f est holomorphe non constante dans 
92, {2 étant ouvert non vide dans € (8 4.6.1). 


PROPOSITION 


Soit — Ï;>0 J; où f;j = (1+u;), les u; étant des fonctions holomorphes 
non constantes dans un domaine {2 de € telles que Zjoolu;()| converge 
uniformément dans D, pour chaque disque fermé D contenu dans #2. Alors 


PEN CRECI 
f() LE > 1 0e) (6.52) 


320 


size \N où 


N={(J{2e0:f;()=0} = {ze 0: f(2) =0} 


520 


est un ensemble discret dans {2 ; la série (6.52) converge uniformément locale- 
ment dans 9 \ N et f'/f est une fonction méromorphe dans {2 dont les pôles 
sont contenus dans N. 


DÉMONSTRATION 


D’après le corollaire du paragraphe 6.4.5, f est holomorphe dans # ; si D 
est un disque fermé contenu dans 4, il existe m tel que me f; # 0 partout 
dans D de sorte que 


LL 
NnD={|J{2eD:f;(2)=0} 
j=0 
est un ensemble fini : on conclut que N est un ensemble discret dans #2. Soit 


ze N\N; il existe un disque fermé D centré en z tel que D est contenu 
dans 9 \ N; posons Pa(z) = [[5-0 f5(z); alors Pn(z) — f(z) (n — oo) 
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uniformément dans D, d’où (8 5.8.4, théorème de Weierstrass) P;(z) — f'(z) 
(n — ©) uniformément dans D. Aïnsi 


Him — 


n—00 Pn(2) 62) 


uniformément en z € D : d’autre part, on sait que 
ie) D 5 
Pn(2) eu 


ce qui établit Paffirmation concernant (6.52). 


re 


f;(2) 
fjG) 


REMARQUE. Notons que si f et g sont deux fonctions holomorphes non cons- 
tantes dans un domaine {2 de € telles que 


f'() _ g'G) 
RC (2) 


alors f = cg pour une constante c € €. (Ex. 29, sect. 3.8). 
En effet, si h = f/g alors 


, 2€49,j(:)#0, 9) #0, 


pour zEN\N,N={2€ 9: f(z) = 0 ou g(z) = 0}; puisque N est discret 
dans #2, 9 \ N est un domaine (8 5.2.7, 5.2.8) d'où h(:)=csizeN\Noùc 
est un nombre complexe fixe. Ainsi f(z) = cg(z), z € 9 \ N ; par continuité de 
f et g dans #2, on a f(z) = cg(z), z € (2, car chaque point de {2 est un point 
d’accumulation de {2 \ N. 


6.4.7 Le produit infini d’Euler pour sin rz 


Nous démontrons que 


00 2 
. e 
sinrz=72/|| (-5) nu; cie, (6.53) 
il 
DÉMONSTRATION 
Puisque 
OO 2? [ee il 
D D HD :1<M, 
ill = 
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représente une fonction entière. D’après (6.52) on obtient 


(2) 1 æ 9 
f(2) De. 2e C\N 


De (4.55), on sait que 


1 22 
LC mer 
8 D 


n=1l 


d’où on voit que 


=rctgrs, 2€ C\N: 
D 92) — Sin, ona 
gx) _ __ FC) 
dE) UE zEeC\N. 


De la remarque du paragraphe précédent, on a 
1) =Csmr m0 


où cest une constante ; or 


1 : 
— = lim fG) clim = 


T 20 z—0 TZ 
d'où sin rz = rf(z2), z € C ; ce qui est (6.53). + 


En posant 2 = 1/2 dans (6.53), on obtient 


(ee) 
T T (2n — 1)(2n + 1) 
1=— ie Te Re À 
I | II: 2n :2n 


ce qui peut être écrit sous la forme : 
sis 2n -2n mL ENG EN ES 
(2n—1)(2n+1) 1-3:3:5-5.7... 


Pb ee 
Lu ei 3 2k—1) 2k+1 


Cette formule s’appelle formule de Wallis (1656). 


(6.54) 


6.4.8 Les produits de Weierstrass 


La formule (6.43) pour 1/1(2) et la formule (6.53) pour sin x2 sont des 
exemples particuliers d’une formule de Weierstrass qui donne une représenta- 
tion générale pour une fonction entière f sous la forme d’un produit infini. La 
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motivation en est très simple ; soit P un polynôme de degré n > 1 tel que 
P(0) # 0 ; alors P s'écrit de façon unique : 


P(z) = P(0) h-2)..{-2) 


Où 21,..., 2n Sont les zéros de P numérotés en tenant compte de leurs multipli- 
cités. Si f est une fonction entière telle que f(0) # 0, les zéros de f forment un 
ensemble discret (éventuellement vide) dans € que l’on peut numéroter comme 
une suite {z1, 22, ...} (finie ou infinie) où chaque zéro est répété un nombre 
de fois égal à sa multiplicité (cette dernière étant nécessairement un nombre 
entier positif fini) ; on peut supposer que 


DE] SAR Jim nl = © (si la suite est infinie). 


Une formule pour f qui s’inspire de celle pour P est la suivante : 


fe) = 5 (0) 70) Il ( : 


où g est une fonction entière appropriée avec g(0) = 0. Si f(0) = 0 et 0 est un 
zéro de multiplicité m pour f, on peut modifier cette formule en écrivant 


f(z) = cz 90) El (i — 2) Clin JG) 
n=1 


2—0 27 
Mais l’exemple de 1/1°(z) (où zn = —n) montre que le produit infini 
— ë 
nes 
n=1 n 


peut être divergent. Weierstrass à contourné cette difficulté en remplaçant les 
facteurs (1 — z/22) par E(z/2n; vn) où pour 2€ C, pE N, on définit 


= 2P 
E(z;,0) = (1-2), Ban) = (-Dep(s+T++À) Nr 
P 


Les quantités E(z;p) s'appellent les facteurs primaires de Weierstrass : 
notons que E(z;p) = 0 si et seulement si z = 1 de sorte que E(z/zn;vn) = 0 
exactement pour z = z, ; en choisissant l’entier p = vx assez grand, on assure 


la convergence de 
2 
[I £ (Z 7) | 
n>1 d 


A cette fin, nous aurons besoin d’une estimation pour E(z;p) lorsque z — 0 : 
celle qui suit nous suffira : pour |z|] < 1/2, on a 


LE: p) — 1] < 3217. (6.55) 
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En effet, si [2] < 1, In(1 — z) = —-(z+ 22/2 +...) et 


7) 
(ep) = exp{ln(i 2) +24 À ++ 2} = exp(ey(e) 


zP+1 . zP+2 
D FE 


pp(z) = — { 


Notons que pour |z| < 1/2 et p > 1 (pour p = 0, (6.55) est banal), on a 
p+l 
[z| Ne 2 1 1 
be) ler 
[pp(2)| PE { ne lo) } lé < |A ne it 
et 
il 
LE(z;p) — 1] < exp(lvp(2)|) — 1 < 3lw(2)| < 3[2[P* 
en utilisant les inégalités élémentaires suivantes : 
CS COS EE 0 


Donc (6.55) est établie. 


Nous formulons maintenant le théorème de Weierstrass au sujet des pro- 
duits. 


PROPOSITION (Weierstrass, 1876) 


(i) Soit {z1, 22, ...} une suite de nombres complexes non nuls (non-néces- 
sairement distincts) telle que |zn| — oo lorsque n — oo si la suite est une 
suîte infinie. Alors il existe une suîte de nombres entiers positifs {un} 


n>1l 
telle que 
W (2) = IE(£im) 10 (6.56) 
2n 
n>1 
définit une fonction entière W avec la propriété que W(z) = 0 si et 


seulement si z = 2n pour unn ; on peut toujours choisir un = n—-1,n > 1. 
Le produit (6.56) est absolument convergent ; il est aussi uniformément 
convergent dans tout disque fermé ; plus précisément, 


sup De E (= in) — 1 < 00 (6.57) 


le] <R Æi Zn 


pour tout R, 0 < R < co. 
(ii) Soit f une fonction entière quelconque. Alors il existe un entier k E N et 
une fonction entière g telle que 


f@)=æ#eW(2, 2ec, (6.58) 


où W(z) est donné par un produit des facteurs primaires de Weierstrass 
comme dans (6.56). 
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DÉMONSTRATION 


(i) 


(ii) 


Nous supposons, après une permutation des termes 2» si nécessaire, que 
O0 <a < [221 <... ; 


puisque le produit (6.56) est absolument convergent, cette permutation ne 
change pas sa valeur. Posons |z,| = rx ; il nous suffit de considérer le cas 
OÙ Tn — © ; nous choisissons une suite d’entier {pn}, Pn € N*,n > 1, telle 


que : 
C)= (2) —. 


il 
pour tout r > 0; par exemple pr = n est un choix possible car pour tout 
= DOna = Hpoire -n(n)Eet 


D (she à 27 
n>n(r) n>n(r) 


Posons 1n = Pn — 1,n > 1 et démontrons (6.57) : soit 


Hi) He: 7) — 1; 
nm 


CODE on an, 2 pourx nr): donc 


Z 


1 
NS Retr nf) 
Ba 2 


et d’après (6.55) 


D. [un(z)| < 3 ja 


n>n(R) n>n(R) 


n 


cela montre que 


sup DM Gi] je lun(z)| +3C(R) < ©, 
lz1<R nil <R n<n(R) 


établissant (6.57) ; grâce au corollaire du paragraphe 6.4.5, (i) est démontré. 


Si f(0) = 0, soit & sa multiplicité, sinon on prend & = 0. Soient {z1, z2, 3 
les zéros non nuls de f numérotés en tenant compte de leurs multiplicités ; 
soit W(z) comme dans (6.55) ; alors 


f(z) 


AW (2)? zecC, 


p(z) = 


définit une fonction entière & qui ne s’annule jamais et w = e? pour une 
fonction entière g appropriée (Ex. 30, sect. 3.8) et (ii) est démontré. + 
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COROLLAIRE. Toute fonction f méromorphe dans C peut s’écrire comme f = 
g/h où get h sont des fonctions entières. 


DÉMONSTRATION 


Supposons que f est méromorphe mais non entière ; si f n’a pas de zéro, 
1/f est une fonction entière et le corollaire est établi avec g = 1, À = 1/f. Si f 
possède des zéros, soit g une fonction entière qui possède les mêmes zéros que 
f avec les mêmes multiplicités ; l'existence de g est garantie par la partie (i) de 
la proposition qui précède ; alors f/g est une fonction méromorphe sans zéro 
et g/f = h est une fonction entière d’où f = g/h, g et h fonctions entières. + 


6.4.9 Commentaires 


Il faut noter que la représentation (6.58) d’une fonction entière f n’est 
pas unique ; la non-unicité provient du fait que la fonction W dans (6.56) est 
loin d’être uniquement déterminée par les 2n ; les entiers positifs v, peuvent 
être choisis d’une infinité de manières, comme le montre la démonstration de 
la proposition du paragraphe 6.4.8 et chaque choix donne une fonction W en 
principe différente. Il y a une famille de fonctions entières f (appelées fonctions 
entières d'ordre fini) pour lesquelles W dans (6.58) est telle que, dans sa 
définition par (6.56), vn = v pour tout n, est un choix possible ; si cet entier v 
est le plus petit entier de ce type, on dit que v est le genre de f et le produit 
(6.56) s’appelle le produit canonique associé à f. On dit que la fonction 
entière f est d’ordre fini p > 0 si pour tout € > O0 


MT) 

zec exp{|z|9+€) 
mais 

be) 

2€C exp(|21?—€) 
Si f est d'ordre fini p > O, alors son genre v < p; dans ce cas, on peut écrire f 
de façon unique 


= CO. 


fa=e"@W(:), 2ec, 


où W est le produit canonique associé à f et P est un polynôme de degré 
n < p. C'est la décomposition de Hadamard (1893) pour une fonction 
entière d'ordre fini ({[11, p. 174]; [35, p. 250]) ; un exposé classique en français 
sur ce sujet est donné par E. Borel dans ses Leçons sur les fonctions entières, 
Gauthier-Villars, 2° édition, 1921. 

Notons que sinrz donne une fonction d’ordre 1 ; ceci est visible sur sa 
représentation (6.53) qui est son produit canonique ; les zéros non nuls de sin 72 
sont +n, n € N* et le produit canonique associé est 


; > z\ z/n AN no FT 1-5) 
de CSD (+3) =II( ) 


ls=i 
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De même, la formule (6.43) pour 1/1°(z) montre qu’il s’agit aussi d’un pro- 
duit canonique et sa forme montre que la fonction entière donnée par 1/1"(z) 
est d’ordre 1. Nous ne développerons pas en détail les notions d’ordre et de 
genre d’une fonction entière ; les références données ci-dessus fournissent les 
informations complémentaires sur ce sujet. 

Le théorème de Weierstrass donné dans le paragraphe 6.4.8 dit en parti- 
culier que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble E de 
C soit de ia forme f71(0) pour une fonction entière f est que Æ soit un en- 
semble discret dans € ; il est alors automatiquement au plus dénombrable ; le 
théorème précise ensuite la forme la plus générale que la fonction entière f peut 
avoir. Il y a un théorème analogue (dû à Mittag-Leffler) qui dit en particulier 
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble E de € soit 
l’ensemble des pôles d’une fonction f méromorphe dans € est que E soit un 
ensemble discret dans € ; il dit aussi que l’on peut fixer les parties principales 
de f à chaque point b € Æ arbitrairement. Ce théorème de Mittag-Leffler ne 
concerne pas les produits infinis ; mais sa démonstration étant assez simple, 
nous le donnons dans le paragraphe suivant comme un pendant au théorème 
de Weierstrass précédent. 


6.4.10 Proposition (Mittag-Leffler, 1877) 


Soit E = {z1, 22, ...} une partie dénombrable de € avec 0 < |z| < 
PAM NE ENS ENT. (Pa }n>1 une suite de polynômes telle 
que Pn(0) = 0, degré de Pn > 1 pour n > 1. Alors il existe une fonction 
f méromorphe dans € dont l’ensemble des pôles est E et telle que la partie 
principale de f au point 2n est Pn ((z — a 0 ; la formule suivante donne une 
telle fonction : 


f(2) = » {rs (= — . » 4 (6.59) 


1 OO 
Pn ( ) = D. FA EE "IE (6.60) 
k=0 


Z— 2n 


les entiers 1n € N étant choisis de telle manière que la série (6.59) converge 
normalement (donc absolument et uniformément) dans tout disque fermé con- 
tenu dans € \ E. 


REMARQUES. Si l’on veut avoir une fonction méromorphe qui a aussi un pôle 
au point z = O0, il suffit de considérer 


il 
fG&)+P(=) 
z 
où Po est un polynôme tel que P5(0) = 0, degré F5 > 1. L'hypothèse 0 < |z1| 
Iz2| < ... peut toujours être satisfaite en permutant les z1 de E (8 5.2.7) ; la 
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série (6.59) étant absolument convergente aux points z € E°, cette permutation 
n’affecte pas sa valeur. Si Æ est un ensemble fini, la construction de f est 
banale ; il suffit de poser 


= Dr (2) 


m—il 


si E = {z1,...,2N}. Notons aussi que si g est une fonction méromorphe 
quelconque ayant les mêmes pôles {z,} et les mêmes parties principales { Ph} 
que f alors 

de HR) "EC \E. 


où À est une fonction entière. 


DÉMONSTRATION 


La fonction 


étant holomorphe dans le disque ouvert |z| < |z1|, possède le développement 
de Taylor (6.60) dont le rayon de convergence est |2,| ; posons 


1 ss 


où Vn € N'est tel que 


1 
LG] < 277 si la < 3 lznl 


ce qui est possible car la série entière (6.60) converge uniformément pour |z| < 
|z2nl/2. Alors f(2) de (6.59) s'écrit sous la forme : 


Soit D un disque fermé contenu dans € \ E ; alors il existe R > 0 et € > 0 tels 
que pour 2€ Dona 


EÉTNNIEeE ES  E 


Soit N un entier positif tel que |[2n| > 2R pourn > N;size Detn>N, 
alors 
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Puisque 
sup | fn (z)| 00 nn ile, 
zED 


on en conclut que D}, fn(z) converge normalement dans D ; donc f de (6.59) est 
holomorphe dans C \ E. Il est évident d’après (6.59) que chaque z, est un pôle 
de f et que sa partie principale au point 2, est donnée par Pr ((z — 2.)u 0). + 


REMARQUES. Les théorèmes de Weierstrass et de Mittag-Leffler se générali- 
sent aux fonctions holomorphes, respectivement méromorphes, dans une partie 
ouverte non vide {2 quelconque de C ; les ensembles de zéros (resp. de pôles) 
sont alors supposés être discrets dans {2. Pour une démonstration on peut con- 
sulter [32, pp. 273] ainsi que [27] et [31, vol. I]. 

On peut considérer les développements des fonctions méromorphes don- 
nés dans la section 4.5 comme des exemples concrets du théorème de Mittag- 
Leffler. 


6.5 ÉTUDE DE LA FONCTION GAMMA 


6.5.1 Préliminaires 


Nous avons introduit les fonctions gamma et beta dans la section 6.3; 
la formule (6.25) définit l'(z) pour Rez > O0, la formule (6.26) définit B(p, q) 
pour Rep > 0, Reg > 0 et (6.27) établit une relation importante entre B(p, q) 
et l’'(p), l'(g). La formule de Euler-Gauss (6.42) donne l'(z) pour z € C\(-N) 
et celle de Weierstrass (6.43) donne 1/1(z), z € C. Il en ressort que z + l'(z) 
“est une fonction holomorphe dans € \ (—N) avec un pôle simple (de résidu 
(—1)"/n!) à chaque point n, n € N ; aussi 


T(z) #0, T(1)=1, l(2+1)= 21 (2) si z € (—N)° équation fonctionnelle) 


et z + 1/l(z) est une fonction entière ayant des zéros simples aux points 
de —N. 

Nous établissons maintenant un certain nombre de formules supplémen- 
taires pour la fonction gamma. 


6.5.2 Quelques formules 


Nous démontrons d’abord la relation des compléments d’Euler : 


PTE )= zEZS. (6.61) 


sin Tz ? 
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DÉMONSTRATION 


De (6.43) (produit de Weierstrass pour 1/1 (z)), on a 


il —. = 4 sin T2 
ones - Il (: - &) ec (6.62) 


en utilisant (6.53) (produit d’Euler pour sin rz) ; puisque 
PU AE ZT (2), ze, 
(6.61) résulte de (6.62). + 


En posant z = 1/2 dans (6.61) et en observant que l'{x) > 0 si x > 0,on 
a (1/2) = 4/7, ce que l’on peut obtenir directement à partir de (6.24) : 


O0 OO 
r() = | et#71/2 qt = 2 | e® dr = ÿñ 
0 0 


2 


en posant { = x?. 


En utilisant l'équation fonctionnelle, on obtient par récurrence 


jl 2n! 
= ;i a — ; 
T(n+1)=n!, T(n+5) nn DT CN (6.63) 
De (6.61) et (6.62), on obtient 
JL 1 T il = 
= = = — a T T(— = ; Fe 
AÊANE +) ee US - NEA) zSsin TZ 26 
(6.64) 
PourtER,ona 
Ne à IT(it)|* = sit£0 (6.65) 
2 chrt” tshrt 


En effet, en observant que l'(7) = l'(z), z € (-N)", on à 


MENU 


donc, à partir de (6.64), 


Bas A è N — punir: =. T ; 
MOSS Er Cr 
de même, on à toujours avec (6.64) 


= 
LÉ) EM CS rer TS 
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Nous démontrons maintenant la formule de duplication de Gauss-— 
Legendre : pour 2z € (—N)°, 


VTT (22) = Fe EU e F :) (6.66) 


DÉMONSTRATION 


Posons 
2" Meme). 


p(z) tai 1 ÿ 
puisque L(1/2) = V/r, ['(1) = 1, on a w(1/2) = /T ; pour établir (6.66), il 
suffit de démontrer que (zx) est une constante. Pour le faire nous utilisons la 
formule (6.42) d'Euler-Gauss comme suit : 


er) on 
DO enr 
D Re ee 
En CE) 
18 (2n — 1)! (2n)° 
OR pee =0) 
no 2z(2+1/2)...(2+n—1/2). 


Un petit calcul montre que 


Hé ge 


= in 
PU) n—0o (2n — 1)! 
établissant que w(z) est une constante. + 


Le même raisonnement donne la formule de multiplication de Gauss- 
Legendre : pour k =2,3,... 


T'()T (2 ” =) T2 _ —) = (27) D/E-&H/2r(p2) (6.67) 


si kz € (—N)°. 
En posant z = 1/k dans (6.67), on a 
1 2 El k—1)/2, — 
er r(ÉES on 
k/° \E k ue 
une formule qui généralise 1'(1/2) = ,/x. 
Posons Ÿ(2) = ["(z)/T(z2); d est la dérivée logarithmique de T'; de 
(6.43) (produit canonique de Weierstrass pour 1/1 (z)), on obtient grâce à la 
proposition du paragraphe 6.4.6 


1 = f 1 il 
MORE EEE ( oh z4—N (6.68) 


Etude de la fonction gamma 367 


où la série converge uniformément dans chaque disque fermé contenu dans 

C 2 + . # , » + N . 
(-N) . On peut donc dériver indéfiniment la série terme à terme et obtenir les 
formules pour Y'(z), #"(z), ...; ainsi 


= li 
d'(z) = 2 À? £ —N 
n=0 (z io n) 
(6.69) 
— 2 
pt = 2. 
n=0 (z ji n) 
Posons g(x) = Inl'(x), x > 0; on vérifie immédiatement que g(1) = 0, 


gx + 1) — g(x) = Inx, x > 0; aussi g : ]0,©[ — R est une fonction 
convexe car d’après (6.68) et (6.69), g'(r) = Ÿ(x), g'(x) = d'(x) > 0 pour 
x > 0. On peut démontrer que la seule fonction convexe g : ]0,©œo[ — R 
telle que g(1) = 0, g(x + 1) — g(x) = Inx, x > 0, est la fonction définie par 
g(x) = In l'(x), x > 0. On peut lire une démonstration directe de cette propo- 
sition (due à H. Bohr et J. Mollerup, 1922) dans le livre de Bourbaki (cité dans 
le paragraphe 6.3.5) ; nous n’aurons pas besoin de cette caractérisation de la 
fonction gamma comme fonction d’une variable réelle (1 (x) = e%®), x > 0). 
Nous considérons maintenant deux caractérisations de 1’ comme fonction d’une 
variable complexe. 


6.5.3 Caractérisation de l'(z) 


Si 


où west une fonction entière (ou méromorphe dans ©) telle que p{z+1) = p(z), 
z € C, alors on vérifie aisément que F satisfait à la même équation fonctionnelle 
que l': 

Het AC). 


Cette observation montre que pour la caractérisation de l” on doit imposer une 
condition supplémentaire, en plus de son équation fonctionnelle. 

Une caractérisation simple est la remarque suivante (due à Weierstrass) : 
supposons que F(z+ 1) = 2F(z) pour z € (-N)", jade 


HE 


j = is 6.70 
un, F(n)n’ ‘ 


He EN ae) 2e (-N)°. 
En effet, par récurrence, si z# -N,ona 


F{z+0) _..___ Fin) , 
TE CRE.) CETTE 
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puisque F(n)=(n-1)F(n—-1)=:::={(n-1)! on obtient 
(n — 1)!n? F(z+n) 
16 2(2+1)---(z2+n-1) F(n)n 
: (n—1)!n? 
= Lin = "T(2), 26 -N 


n— 00 z(z+1)..-(z2+n-1) 
grâce à (6.70) et à la formule (6.42) d'Euler-Gauss. Par ailleurs, si z # —N, 
RENTE EE — DER) 
T(n)n? (n —1l)!n? 


d’où 


grâce encore à la formule d’Euler-Gauss. 


Une autre caractérisation plus récente et plus surprenante est due à 
H. Wielandt (1939) [31, vol. IL, p. 40]. 


PROPOSITION 
Soit F une fonction holomorphe dans le demi-plan ouvert Rez > 0; 
supposons que F(z +1) = zF(2) si Rez > 0 et 
ne) Sie <oerce 
Hors He = CN )nounRez> (0, oùc—A(b; 


DÉMONSTRATION (d’après [31, vol. II, pp. 38-39]) 
Il est clair que sup {|T(2)| HIS Rez< 2 coca 


oe] 1 ee] 
[T(2)| < | | jl CR. at+ | entdi silelte. 2. 
0 0 1 


Posons 


De RE) en) REZ 0: 


on à f(1) = 0, f(z2+1) = z2f(z2) si Rez > 0; on peut donc prolonger f 
analytiquement dans € \ (—N) (comme pour la fonction gamma). Les points 
—n, n € N, seront éventuellement des pôles simples de f avec résidu de f à —-n 
égal à (—1)"f()/n! = 0, ce qui montre que f est en fait une fonction entière 
avec f(z +1) = zf(z2), z € Cet f(1) = 0. Il est clair aussi que | f(2)| est borné 
pour 1 < Rez < 2 par un nombre M >0;si0<Rez<1,ona 


d’où 
sup | f(2))| ME 
O<Re z<1 
|Imz|>1 
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Puisque 
sup [f(2)| < 00 

OSRez<1 

{Im z1<1 
par continuité de f, on en conclut que [f(2)| est borné par un nombre N > 0 
pour 0 < Rez < 1. Posons g(z) = f(z)f(1 — z), z € € ; puisque 0 < Rez < 1 
équivaut à 0 < Re(1 — 2) < 1, on a |g(2)| borné par N°? pour 0 £< Rez < 1: 
aussi, g est une fonction entière telle que 


g(z+1)=-g(2), zeC 


car 
#0 il 
ge + 1) = FC + Df(-2 = 2f( CD 
d’où g est bornée dans C. D’après le théorème de Liouville, g est une constante ; 
donc, pour 2€ €, 


= —g(z) 


g(2) = g(1) = f(1)f(0) = 0. 


Alors € = AUB, À = HAE) Pr {z ; f{-2)=0} : si f n’est pas 
identiquement nul, À et B seront discrets donc dénombrables ; on conclut que 
Fe ON IOUN—: CT + 


6.5.4 Formule de Stirling 
Notre objectif est d'établir la formule de Stirling pour z EC; 
HÉRPT a CE (6.71) 


lorsque |z| — © par les valeurs de z telles que |argz| < x — 6 où 6 est un 
nombre fixe mais quelconque tel que 0 < 6 < x ; plus précisément, 


. re) 
im RE PET 
|z|—0o Vor z2-1/26-2 


|arg 2|<x—6 


= | 


la convergence étant uniforme pour {z : [argz| < 7 — 6}, ce qui veut dire que 
pour tout € > O, il existe R > 0 (dépendant de € et 6 mais indépendant de z) 
tel que 


(2) 
——*—— —]l|<E 
27 22—1/2 6—2 
Rance net 
Nous démontrons (6.71) d’abord pour z € N* ;,siz = nest un entier 2 1, 
onal'(n)=(n-1)let 


ail n—1 k+1/2 
HIS ut», | Intdt +p4 
k=1 


& lin 


n—1/2 nl 
= | Intdt+ Sp. 
Ïl 


/2 k=1 
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On a 
ie t=n—1/2 
lned (lu "t)| 
f, Es 
mio 0e nn 
1 
=(n-})}nn-n+eter 


Où En —+ O0 (n — cæ), et c1 et c2 sont des constantes réelles car 
— 1 
lim sue In neue — ii UNIS 
n— 00 2 n n— 00 2n 
existe. Aussi 


k+1/2 
p=mk- | Int dt 
He 12 


115 1/2 #2 
= {2e —in(e +0 —in(k 0} dt= | (1-5) dr: 
0 0 


donc 
D ee 


en utilisant [in (1 <F 2)| < 2/2] si |z] < 1/2. Ainsi 1 px est une série conver- 
gente ; il en résulte que 


ir) = (5 )innn+e +8 (6212) 


où cest un nombre réel et 0n — 0 (n — oo). Aïnsi, 
'(n) = etc+ôn)yn—1/2 a 


ce qui est (6.71) pour z = n — oo, excepté le fait que la constante c doit encore 
être identifiée à In(V2r ), ce que nous ferons dans la suite. 

Nous établissons maintenant l’analogue de (6.72) pour In l'(2) ; pour le 
faire, nous écrivons pour z & (—N) 


OO 


In P(z) = 92 {= -n(1+2))} —yz-Inz+2k(z)ri, k(2)EZ, (6.73) 


ni 


en utilisant le produit canonique de Weierstrass 


1 FA - z —Zzn 
no HG+) mm, zEC\(-N). (6.74) 


(6.73) s'obtient en prenant le logarithme dans (6.74) mais cette opération exige 
une justification fournie par la proposition 6.4.4(i). 
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De (6.73) nous déduisons que pour z € € \ (—R) 


mr=(z-5)me-stes [PEER ae + onçoyré (6.75) 


où c est la constante de (6.72) et [t] représente le plus grand entier < t. 


DÉMONSTRATION DE (6.75) 
On fixe z € (—R)}° ; alors 


ji é-t+12 
0 


th 
ME n+l 
=> |! (HUE 1) ae 
_ tpz 
N—1 1 
= —N + (n+3+2) {in(n +1+2)-—In(n + 2)} 
n=0 
N—1 
1 
= —N + (2+ :) {In(z+ N)-inz} + 5. n{ln(n +1+2) —In(n+2)}; 
n=0 
N—1 
Se n{ln(n +1+2)-In(n + 2)} 
n=0 
N—1 N—1 
= S_{(n+1)mn+1+2)-nin(n+2)}- Ÿ_In(n+1+2) 
n=0 n=0 
N-1 
= NIn(N +2)- ŸS_ Infn+1+z). 
n=0 
Donc 
Re Hl—t+1/2 ,, 
0 dr À 


N—1 


1 
=-n-(2+5)mes (45e v)n( n(N +2)-— es: 
: = 
= —N - (+3) In 2 + (2+n-;) In(N + z) — Sr 
n=]1 
N=—1 


=-N-(2+5)me 24 (24 N-5) MN +2) In(N —1)!— Lies) 


r=i 


372 Diverses représentations des fonctions holomorphes 


DEC Ed efitie+m)-N 


. (2+v-;) IGN +2) (ND (243) In z 


où l’on a utilisé la relation In(n + z) = Inn +In(1 + z/n) valable pour tout z 
et n > 0. On se sert maintenant des relations suivantes : 


In(N — 1)! = (w 2 ;) InN-N+c+6n (de (6.72)) 


1 1 
+++ = mN+y+ea(N) (du 6.3.8) 


N 
(N +2) = mn + À + 20 


où On, E1(N) tendent vers 0 lorsque N — et supn>1|€2(N)| < co. Un petit 
calcul donne alors 


u é-t+12 
0 


He 

N-1 

= >. eee == ME SEE Pr lieues 
eus UE n 2 : 


où En — 0, N — co; en laissant N — © et en tenant compte de (6.73), on 
obtient (6.75). 
Posons 


n«)= | ACER qe, zEeC\R- ; (6.76) 


il nous faut une estimation pour [A(z)| ;: à cette fin, nous considérons 


t 
et) = | l-u+; } du, t 0). 
0 
PourneN, 


n+1l 1 n+1 jl il 1 
Î {d-u+; }au= / (n-u+3) du=5- | te —=)0 
nr n À 2 0 


donc, si0<7Tr<letne M, 


cm+n= [7 (n-u+3) du = || (-+;) dt = pr) = Sri — 7) 


d’où | : 
suplo(t)| = Sup [e(r) | = sup 57Q —T) = 3 


t>0 OLT<1 OST<1 
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Ainsi, une intégration par parties permet d'écrire 


AU SL 0 
mas [Eee f er “4e, 
car ; 
ANS 
t+zl te ANR 


et alors on à la majoration 


AG) < À tee. zeC\R_. 
0 + 2l° 


SiRez=zx,Imz=y,r={z|et|argz| <n -8(8€ ]0,r]),on a 


lé + 2° = (te). + = +7? + Dix > 22 +7? — 2trcos6, 
d’où 
t? 2 
k+P >! +T = si r/2 < 7 (car cos < 0) 
(1 — cosé)(t* +r) AL Een: 


CO PTE Ci c(6) = min(1, 1 — cosé), on a 


Il CORRE 7/2 1 M; 
< FAR ——— © = ——_’ — = — 
RES = Br Bcô)r r 


si [argz| <T—-6et z £ 0. 
Avec (6.75) on voit que, pour [argz| <r -6etz #0, 
Ms 
EI 
ce qui prouve (6.71) avec l’uniformité exigée, si l’on peut établir que e£ = 2x. 


Pour ce faire, nous utilisons la formule de duplication (6.66) avec z = r réel et 
z — © ; alors 


(2) = e°z27 1/2, TZehG) [R(z)| < 


le) 1/7) 
HOT) 
2221 ,20RT—1/2 QT (x _. 5e)" enr 1/2 
ec Be ne se 


DE 
oi (: = =) 1/2 FX, 91/2 Le 
: LD 


TR — 


(x — oo) 


Le. "2 


ce qui donne ef = 4/27 et complète la démonstration de (6.71). 
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REMARQUES. Le point essentiel de la démonstration est l’établissement de 
(6.75) ; avec e° = /2r, (6.75) équivaut à 


(2) = Var 72e 7 he) (6.78) 


où A(z) est donné par (6.76). Si nous définissons h(z) par (6.78), on voit que 
h est holomorphe dans € \ R- (ce qui est évident aussi par sa définition via 
(6.76)) ; on peut démontrer ensuite que 


= {(an# nf )-1), secure 


n=0 


et obtenir l'estimation |A(z)| < M5/[2| si |argz| < (x — 6); cette méthode 
est donnée dans [31, vol. IL, p. 52] où il est dit que la série représentant h(z) 
s'appelle série de Gudermann, série utilisée dans ce contexte par cet auteur 
en 1845. Gudermann était un des professeurs de Weïerstrass à Münster de 
1839 à 1841 ; il semble avoir été le premier à utiliser la notion de convergence 
uniforme qui joue un si grand rôle dans la théorie ; ces remarques proviennent 
de [31, vol. IT] où l’on trouvera d’autres informations historiques. 

La présentation, donnée ici, de la démonstration de la formule de Stirling 
pour z € C suit celle donnée par [35, p. 150]. Stirling avait donné sa for- 
mule pour n entier positif (notre (6.72)) dans son livre Methodus Differentialis 
(1730) ; cette formule s’écrit alors 


n! = V2r nt1/2 en tan , n€N 
où an — 0, n — co (en se rappelant que n! = l'(n + 1)). L'énoncé complet de 


la formule de Stirling pour | arg z| < x — 6 est dû à Stieltjes (1889) qui base son 
analyse sur la formule (6.76) pour h(z). Au lieu de se contenter de l’estimation 


M 
LOIS jargz| < (r — 6), 


on peut développer h(z) dans une série «asymptotique » de la forme 


1 1 (ee 1 
le Us Ce 
Ge ot 2 
ni —= 


Où Gn — Bon/2n(2n — 1), les Bon étant les nombres de Bernouilli (8 3.7.3) ; la 
série pour h possède la propriété «asymptotique » suivante : 


N 
a 2N 
ne h(z) — > _. ET EETE 


larg 2| Sr —6 


ce né pas une série convergente mais à cause de sa propriété asymptotique 
En=1 4n/27%71 donne une excellente approximation pour A(z) si |z| est grand 
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par rapport à N. Nous n’entrerons pas ici dans ces considérations, voir pour 
cela (31, vol. IT, pp. 56-57]. 

L'introduction dans la discussion de ia fonction t ++ [t] — {+ 1/2 et de 
son intégrale indéfinie @ est naturelle dans ce contexte ; ces fonctions et leurs 
intégrales indéfinies successives jouent un rôle fondamental dans le développe- 
ment de la formule d’Euler-Maclaurin qui donne une expression maniable 
pour X£-0 f(k) lorsque f est une fonction assez générale (vol. 1, $ 5.12.3). 


6.6 LA FONCTION ZËTA DE RIEMANN 


6.6.1 Introduction 
On pose 


TO à eee 
n=] 


où s = o+it,o = Re(s), t = Im(s) ; on a vu que € est une fonction holomorphe 
dans le demi-plan ouvert o > 1 (Ex. 38, sect. 5.10) ; Ç s’appelle la fonction 
zêta de Riemann. L'écriture s = o + it est traditionnelle dans cette discus- 
sion ; nous la respectons pour le reste de cette section sans explication supplé- 
mentaire. 


Nous démontrons dans les paragraphes suivants que Ç possède un prolon- 
gement analytique à € \ {1}, le point 1 étant un pôle simple de résidu 1. Le 
prolongement analytique de € est noté par le même symbole ; ainsi, € sera fi- 
nalement une fonction méromorphe dans € avec un seul pôle s = 1 qui est un 
pôle simple et Res(Ç ; 1) = 1. 

Ici et partout, sauf mention du contraire, a? représente la détermination 
principale de l'expression : a* = exp(zln a) où Ina (a # 0) est la détermination 
principale du logarithme de a (Ina =In|a| +iarga, arga € |—r, x |). 


6.6.2 Prolongement analytique préliminaire de € 


Nous établissons d’abord que si o = Res > 1 alors 


C{s) = — + PE dr (6.79) 


où [x] est le plus grand entier < x. Pour ce faire, nous utilisons la méthode de 
la sommation partielle d’Abel (8 2.2.8) comme suit : 


N N=—1 
n—(n—1) 1 1 N 
= li TR 0) hs 
6(s) RE 7e Mere Le (2 (n +1)° TA 


n=1 
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cette égalité est presque banale en l’occurence ; on en déduit (noter que NIÎ-S — 
0 lorsque N — © car o > 1): 


Co n+1 dx 
5s) Due s)- Dm f sai 
on frcke CO] 
s>/ Er =sf re 


_ rec d Ur 
— . st DES À n° 


ce qui donne (6.79) car f{°x° dx = (s— ex en utilisant de nouveau © > 1. 
En se rappelant que fr] =meNtelqum<r<m+l,z>0,ona 


DSTI 0, 


de sorte que 
[[e] - xl < 1, FLE 


Si on pose 


HE) 10 FLE dx, (6.80) 


on voit que Fest une fonction holomorphe dans le demi-plan ouvert a > 0 car 


O0 OO dx 
| 2 — <o, a>0. 
1 1 


x° +1 
Pour s’en assurer, on utilise la proposition 6.3.2 et les remarques qui la suivent 
en prenant M(r) =x €+l,e > 0, ce qui donne l’holomorphie de F pour o > €; 
ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient l’holomorphie de F pour o > 0. 
Ainsi (6.79) donne un prolongement analytique de Ç en 


{s : Re(s) >0}\{1} 


[rl = x 
xs+l 


avec Res(( ; 1) = 1 car 
Jim (s — 1)6(s) = 1. 


Nous obtenons le prolongement indiqué dans le paragraphe précédent en mon- 
trant que F° peut être prolongée comme une fonction entière ; le procédé con- 
siste simplement à faire des intégrations par parties itératives sur (6.80). Pour 
le faire de manière systématique, nous introduisons les polynômes de Bernoulli 
et la formule d’Euler-Maclaurin dans les paragraphes suivants ; ils sont utiles 
dans beaucoup d’autres calculs. 

Notons que le prolongement analytique préliminaire donné par (6.79) est 
déjà suffisant pour l'application de la fonction € à la démonstration du théorème 
des nombres premiers (8 6.6.5). 
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6.6.3 Polynômes de Bernoulli 


Posons 


2 etz 


et 10 


puisque z + G(t,z) est holomorphe dans € \ (2ri)Z, pour chaque t complexe 
fixe, on peut écrire 


EE Ne 


Ge Se Bn(#) 2 (6.81) 
n=0 


pour |z| < 27 ; (6.81) est le développement de Taylor de z2+ G{t,2) en z =0; 
en comparant avec le développement pour t = 0, on constate que Bh(0) = Bn, 
le n-ième nombre de Bernoulli (8 3.7.3). Nous démontrons maintenant que 
Bn(t) est un polynôme de degré n (n € N) appelé le n-ième polynôme de 
Bernoulli (Jacques Bernoulli, Ars Conjectandi, 1713). En effet on a, pour 
AE 


Re DE SP LS 


n>0 n>0 n2>0 

d’où ù : 

1 PE acc 

1) — _ 

n! Bn(#) D k! (n—k)! 

k=0 
ob 
LU 
Bo Ds ei ByttË, nenN, (6.82) 


où le coefficient de #" est Bo =1 Cases 
Nous établissons les propriétés suivantes de BA(t) qui nous seront utiles : 


() Bn(0) = Bn(1) = Bn sin 1 
HN B tbe nb: nt sin>l (6.83) 
Îl 
ji 7: = in>l. 
(iii) Î Bed sin > 


En effet, Bolt) = 1 et sin > 1 on tire de (6.82) que 


Bn(0)= Ba, Bat) = 32 (7) Be = x 


k=0 


à cause de l'identité (8 3.7.3) 
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ceci donne (6.83)(i). Une vérification rapide de (6.83)(ïi) vient de la relation 


0G 
PT (= GLAE 
Du BD Ba( 
n Î m — nt n+1 
ee D 
n>0 n>0 
Bn(t) _ Bn-1(t) 
> 
n! (n —1)!° Me 


la convergence normale de la série (6.81) pour |z| < r pour tout r, 0 < r < 27, 
permet la justification nécessaire ci-dessus pour dériver terme à terme. On 
déduit (6.83)(ñi) de (i) et (ü) car pour n > 1 


| CE 
l Bebe —— Ben (el 


1 
et 


Ba+1(1) — Bn+1(0)} 0. 


Rappelons que les premiers nombres de Bernoulli sont (8 3.7.3) : 


1l il il 
B ||. B =; B =, B —=\0, B a — 
() 1 2 2 6 3 4 30 
et que 
Prev er | 


Les premiers polynômes de la suite {Bn CLS sont 


Baft)=#-2# +24, Ba(t)= tt 28 +8 


On les obtient rapidement par récurrence à partir de (6.83)(ïi) ; ainsi 
t : É 1 jl 
Ba(t) = | B(u) du + B2 — 2B;(u) du + 6 = 6: 
0 0 


Nous définissons maintenant une suite de fonctions 1-périodiques {On} 
posant 


neN* en 
1 
M — Bat = fil), DE 1 Ne 
TL! 
Notons que, pour n € N°, 


l , ; 
mn AU RP TC 


Pn(t) = 
n° 


pour 7 > 2, 4 est continue (car P(0) 22/1152). 
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Nous énumérons ici explicitement les propriétés des w dont nous aurons 
besoin : 


°pi(t)=t-ff-1/2tER; 
gi(m+) = 1m) = —-1/2, g1(m-) = 1/2, m € Z ; p1(0) = —-1/2; 
e pour n > 2, Pn est continue ; 
P2n+1(0) = 0, Pan(0) = Bon/(2n)!, sin > 1; 
Ent+1)=pn(t), tER n>1; 
° Pn(t) = Pn-1(t) pourn >3,tER;p(t) =wlt)siteZ°; 
il 
° fo Pnt) dt = 0, n > 1; super|Pn(t)| = supogte1|Pn(t)| < 00, n > 1. 
Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates de (6.83) et de la dé- 
finition des Y@n. L'utilité immédiate des An est l’établissement des formules 


suivantes : si g : R} — € est de classe C1, alors pour m < n (m et n dans N) 
etk>lona 


j ET 2 Ga {gtn)— gtm)} — | g(E)pp(t) dt (6.84) 


m me 


L'abentat=- fret at. (6.85) 


me me 


Ces formules résultent immédiatement d’une intégration par parties en tenant 
compte du fait que, pour v E Z, 


2 
Pon+1(v) = 0, Pon(v) = dE n > 1. 
Par exemple, 
d | LT de ! 
Î 0 ee lee [l HOSTOL 
mm me 


(car w,,(t) = p2k-1(t)) ce qui donne (6.84). 


6.6.4 Proposition (formule d'Euler-Maclaurin) 
Soit f : R+ — C. Si f est de classe C1, alors 


me n ïl n ; 
Dm = fba+5{0+1n}+ | FO (685 


m=—=0 


avec 


nm k ; ; ; n 
| fer (t) at = 5° . É : RO)E JL h(E)par +1 (0) dt 
ÿ DIN + 
(6.87) 


OU — f(x) ou fUk+T1) selon que f est de classe DO de 


380 Diverses représentations des fonctions holomorphes 


DÉMONSTRATION 


Pour m € N, 


m+l a. + m+l 
[7 FOAOAEE in (OA) - | sb: 


- Ein) al 
= ER = À f(t)dt 


CAT DONS ARE, 


Ï 
at=t-m-s, (=! 


et 
Â 
AO ie 

Donc 

î m+1 m+l . 

S Uim+n+sm}s ff soa+ f 7 Pom. (635) 

In mn 

En faisant la somme sur m = 0,..., n — 1 dans (6.88), on obtient (6.86) car 


il n 
> 5 {Um +1) + f(m)} = ST f(m) — : { f(0) + f(n)}. 


m=0 m=0 
La formule (6.87), s'obtient par récurrence en utilisant (6.84) et (6.55) : 
pour k = 1, on a (6.87) en posant g = f'dans (64) ethg — dans (665) 
avec m = 0: 
Fe B2 1 ! se 
L Omar F0) - [beta 
B) n 
= (fn) = #00} + [ OXoeateyat. 


Le passage de & à (& + 1) s'obtient en posant g = À dans (6.84) et g = k’ dans 
(6.85) avec m = 0 et en remplaçant k par (A +1): 


IROPNOLE — {h(n) — h(0)} — [ Mbensato at 


[ioextwa=- f R"(t)p2r+3 (8) dt 
0 0 


Ceci complète la démonstration de (6.87). + 
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6.6.5 Prolongement analytique complet de la fonction zêta 


On sait déjà d’après (6.79) et (6.80) que 


mise le 
(si se) dx 


donne un prolongement analytique de € dans Res) > 0 ; puisque, pour Res > 0, 
© [x] — x 7 1/2 Lis —1 
j BST = d=- / LA e / d=- / pit dr+—, 
RE 1 œ DAME 25 


__i 1 ® pi(z) 
or ‘| Au dr, Re(s) > 0. 


on à 


Deux intégrations par parties donnent que : 


[20 4 - me) 
ïl 


1 s+1 
xs Ge SF a 


Il 
ES 
+ 
E 
È 
nn ——. il 
AS 
& | 
se 
[en 


compte tenu du fait que w2(0) = B2/(2!), ç3(0) = 0 et que 


1" Pn(x) 
im 


zoo xs+a 


0  Rets 0er = leo > 0 


car les @n sont bornées. Ainsi 


1 PB) aa) ; 

AIR rie bs-ss+1)(s+2 7 Pi 

d’abord pour Re(s) > 0 et ensuite pour Re(s) > —2 en considérant le membre 
de droite (qui est holomorphe pour Re(s) > —2) comme un prolongement 
analytique de Ç. Par récurrence, on obtient un prolongement analytique de Ç 


En Re(s) DE, = 1,2, donné parla formule suivante : 
il LE Bk 
a 2x 1 Do 
HR APR 00 ) -(s ) 


(6.89) 


(ee) 
p2k+1 (2) 
+420 +2b / ski d 
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Le calcul 
OO OO 
DEA EE) pak+3(x) 
| PT de = RE +(s+ 26 + 1)(5+2h+2) | PSS de 


consistant à faire deux intégrations par parties montre que si (6.89) est valable 
pour k, on peut l’étendre à (k +1). 

Ainsi (6.89) est établie et on a un prolongement analytique de Ç dans 
C\ {1}; pour un entier positif k, (6.89) donne une formule explicite pour ((s) 
si Re(s) > —2k. 

On voit immédiatement que 


1 
6(0) = —;. 
Démontrons que 
Bn+1 
—n) = -——<- 12 .90 
G-n)=-2#, n=1,2, (6.90) 


En effet, si n > 1, on utilise (6.89) avec 2k > n et Bo = 1, B1 = —1/2; on 
obtient 


1 
C(-n) = -—— (me (me (ntm) 


Bn+1 


| n+i 
en se rappellant que B, = 0 si v est impair et v > 3 et en utilisant une 
des propriétés caractéristiques de B, rappelées dans la preuve de (6.83). En 
particulier, 6(—2m) = 0 pour m = 1, 2....; pour les autres zéros de Ç voir les 
paragraphes suivants. 
On peut obtenir (6.89) directement en appliquant la formule d’Euler- 
Maclaurin sur la fonction 


fH=(+t) 
ce qui donne une expression du type (6.87) pour 
ni 1. 
de 
en faisant n — co, on obtient (6.89). Voir [23, p. 531]. La formule d’Euler- 
Maclaurin donne une méthode générale pour une étude efficace de plusieurs 
autres séries. 


6.6.6 Produit d’Euler pour ((s) 


L'importance de la fonction € dans l’étude des nombres premiers est due 
à la formule siraple suivante due à Euler : pour o = Re(s) > 1, 


(Te) (6.91) 
peP 


où P = {2,3, 5, 7, ...} est l’ensemble des nombres (entiers positifs) premiers. 
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DÉMONSTRATION DE (6.91) 


Poupée Peto>li 


O0 
= = dE ; 
CS RS on)": 
n=0 
en multipliant ces séries absolument convergentes on à, pour un entier N > 2, 
N 
En il 1 
IL ee 


pEP n=1 nEEN 
p<N 


où EN est un sous-ensemble des entiers n > N +1; ici on a utilisé le fait 
que chaque entier n > 2 est uniquement représentable comme un produit de 
puissances strictement positives de nombres premiers. En faisant N — ©, on 
obtient (6.91) car 


de mel D. ee, 


neEnN n>N+1 


REMARQUES. Puisque pour s = © réel, « > 1, on a C(a) > 0, on déduit de 
(6.91) que le produit infini 
20) 
peP 
converge si o > 1; on conclut (8 6.4.2) que 
Pr <c se dl, 
peP 


ce qui démontre que la série »°,-p p° * est absolument convergente si Re(s) > 1. 
Il en résulte (8 6.4.3) que le produit 


IE) 
peP 
est absolument convergent si Re(s) > 1 ; avec (6.91) on conclut que 
HÉÉAON SRE (6.92) 
De (6.91) avec s = 0 ER, o > !, on obtient 


: , : == I 
co = lim ((o)= lim [[(1-p7) , 
peP 
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ce qui montre que 


Puisque . : 
EI RS Se Se le De. 
P P 


on à 


o<II(-i)<It-r). o >l, 


peP 


d’où en laissant o — 1, on obtient 


d’où (d’après 8 6.4.2) 
5e er (6.93) 


peP 


On interprète (6.93) comme résultant du fait que les nombres premiers ne 
croissent pas trop vite. Selon le célèbre théorème des nombres premiers, 
le n-ième nombre premier p, est tel que 


Pn —nlnn (n — 0) 


OUR = Di Da Da <  V'ANCODI— 2, Di à UC CELleNVET TION 
du théorème des nombres premiers est équivalente à la version usuelle selon 
laquelle si r(x) est le nombre des nombres premiers p < x, alors 
n(x) = = (x — ©). 
In x 

La formule asymptotique simple pn = nlnn est un peu surprenante, étant 
donné que la suite {p,} est apparemment extrêmement irrégulière ; par exemple, 
pour certains N, Pn+1 — Pn est très grand (on pense au bloc de N — 1 entiers 
N!+2, N!+3,..., N!+ N qui ne contiennent aucun nombre premier) et pour 
d’autres n, Pn+1 — Pn = 2 (27, 29 ou 31, 33, etc. ; on pense qu’il existe une 
infinité de tels couples de nombres premiers mais c’est une conjecture encore 
non démontrée). 


6.6.7 Commentaires sur la démonstration du théorème des 
nombres premiers 


Du produit d’Euler (6.91), on obtient par dérivation logarithmique 
(& 6.4.6) que, pour Re(s) > 1, 


CORTE 
G(s) LG) > 


peP 


D = A(n) 
DE ns 


el 
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où 
- il 
açn) = {Ur si n = p avec p € P, m € N° 
0 sinon. 


En écrivant 


Y&)= SA), 2>0, 


n<T 


NOÉ) mener HET 
ë =] dz. (6.94) 


(s) zsti 


En effet, on vérifie facilement d’abord que 


On à 


RTE alor re 


ce qui assure que l'intégrale dans (6.94) est absolument convergente car Re(s) > 
1; on a aussi, 


(ee) y ) n+1 y ) n+i d 
s] _—_ dx — DU = dx = En ] = 
= ÿ_y{n) ta — (n+ 1) *} = _. 
n>1 n>i 


en utilisant la sommation partielle d’Abel (8 2.2.8) et le fait que 


lim Anne, seRe(s) 1, 
nn OO 
ce qui donne (6.94). 
On démontre maintenant que 


y(x) r(x)lnx = il Y(x)lnzx 


x x  lnz z(nz-2nihnx)? 


la démonstration de ce fait est parfaitement élémentaire [36, p. 510]. On en 
conclut que 
l 
RUE on, 
TOO “A T0 ZT 
Pour établir le théorème des nombres premiers, il nous suffit donc de démontrer 


que 


ET (6.95) 
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Il est remarquable que (6.95) (et donc le théorème des nombres premiers) est 
une conséquence analytique uniquement de (6.94) et du fait que 


CS) ON SIMRe(s Eur (6.96) 


Notons d’abord que (6.96) est une extension de (6.92) ; si le fait que C(s) # 0 
pour Re(s) > 1 est une conséquence directe du produit d’Euler (6.92), la preuve 
de ((1+it) £Z0,tE R, a toujours exigé quelques astuces imprévisibles. La 
relation (6.96) contient d’une façon cachée le théorème des nombres premiers ; 
la plupart des démonstrations de ce théorème utilisent (6.96) (y sont incluses 
les premières démonstrations dues indépendamment à Hadamard et à de la 
Vallée Poussin en 1896). Pour une très courte démonstration de (6.96), on 
peut consulter [36, p. 510]. La déduction de (6.95) en partant de (6.94) se fait 
au travers une formule d’inversion qui permet d'exprimer Y(x) en termes de 
'(s)/C(s) ; une preuve directe et élémentaire (due à Landau) est donnée dans 
(36, p. 511] et doit être parfaitement accessible aux lecteurs de notre livre. En 
fait, il existe plusieurs façons de déduire (6.95) de (6.96) mais aucune n’est 
complètement immédiate. 

Il existe maintenant des démonstrations directes de (6.95) sans aucune 
référence à la fonction € ni à une théorie quelconque des variables complexes ; 
les premières de ces démonstrations, autrefois considérées comme improbables, 
sont dues à Erdôs et à Selberg (1949) ; ces démonstrations, dites «élémentai- 
res », sont en fait beaucoup plus compliquées que celles utilisant la fonction Ç. 

Un autre point curieux mérite d’être souligné ; dans toutes les démons- 
trations connues du théorème des nombres premiers, c’est la fonction Ÿ(x) 
(introduite par Chebyshev en 1852) qui joue le rôle central. La voie la plus ac- 
cessible pour l’étude de la fonction naturelle x + r(x) (le nombre de nombres 
premiers p < x) semble être la fonction, apparemment artificielle x + Ÿ(x). 
C’est un des grands mérites de Chebyshev de l’avoir vu ; Chebyshev, qui n’a 
pas pu démontrer le théorème des nombres premiers, a néanmoins établi par 
des raisonnements élémentaires qu’il existe des constantes a1, a2 telles que pour 
tout x suffisamment grand, on à 


z 
a] < T(t) <a2— ; 
] ln 
en outre, il a démontré que si 
cles 
lim @) 
T—00 T 


existe, elle est nécessairement égale à 1. Le lecteur débutant appréciera sur cet 
exemple classique, la distance qui sépare la preuve de l’existence d’une limite 
et son évaluation en supposant que la limite existe. 


Voici deux références que l’on peut consulter pour plus d'informations : 


(i) À. E. Ingham, The distribution of prime numbers, Cambridge University 
Press (1932), avec une nouvelle édition en 1990 contenant les références 
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récentes ; c’est un ouvrage qui à la vertu d’être à la fois clair, succinct 
(— 100 pages) et parfaitement fiable : 


(ii) G. H. Hardy et E. M. Wright, An introduction to the theory of numbers, 
Oxford University Press (4° édition, 1959) ; un bel ouvrage classique con- 
tenant les multiples facettes élémentaires de la théorie des nombres. 


Il est intéressant de méditer sur le fait que pour la démonstration du 
théorème des nombres premiers, en utilisant la fonction €, ce n’est pas une 
connaissance fine de la théorie des nombres qui mène au résultat mais c’est 
l’étude des fonctions holomorphes comme € qui assure la démonstration. En 
fait, dans la démonstration esquissée ici, la seule propriété des nombres pre- 
miers que nous avons utilisée (de manière déguisée mais essentielle) c’est dans 
l’établissement de la formule d’Euler (6.91) où nous avons fait usage du fait 
que chaque n € N* possède une unique décomposition en facteurs premiers (le 
théorème fondamental d’arithmétique), un théorème qui doit être familier 
à tous depuis l’école secondaire. 


Pour compléter ces remarques au sujet du théorème des nombres pre- 
miers, il est nécessaire de mentionner le rôle important joué par Riemann ; 
alors que ses prédécesseurs (Euler, Dirichlet) avaient utilisé Ç((s) pour s réel, 
Riemann dans un article de 1859 essaie de démontrer le théorème des nombres 
premiers en étudiant la fonction Ç dans le plan complexe. Même si Riemann 
n'arrive pas à son objectif, il a tracé le chemin pour l’utilisation de € dans ce 
contexte ; 1l donne un prolongement analytique de € par une intégrale complexe 
explicite qui lui permet d’établir «l’équation fonctionnelle » pour €. Cette der- 
nière lui laisse entrevoir une foule de résultats parmi lesquels le suivant : les 
zéros de C(s) pour 0 < Res) < 1 sont tous sur la droite Re(s) = 1/2. Cette 
dernière affirmation s’appelle aujourd’hui l'hypothèse de Riemann ; la for- 
mulation de cette affirmation est un peu différente dans l’article de Riemann, 
mais elle est équivalente à celle universellement connue sous le nom d’hypothèse 
de Riemann. On sait que s = —2, —4,... sont des zéros simples de € (connus 
de Riemann et souvent appelés les zéros «triviaux » de €). On sait aussi que 
Ç n’a pas d’autres zéros en dehors de la «bande critique» 0 < Res) < 1. En 
fait, on sait aujourd’hui que € a une infinité de zéros dans la bande critique 
(démontré par Hadamard (en 1893) avant sa démonstration du théorème des 
nombres premiers) et que sur les droites verticales o = 0 ou 1, C(s) # 0 ; on 
sait encore que ((1/2+üit) = 0 pour une infinité des valeurs de t (Hardy, 1914). 
Mais, malgré beaucoup d’efforts et de progrès accomplis, l'hypothèse de Rie- 
mann reste non démontrée ; c’est, sans doute, un des problèmes mathématiques 
les plus remarquables de la fin du Xxx° siècle. On peut consulter une étude histo- 
rique intéressante de ce problème dans le livre de H. M. Edwards (Riemann's 
zeta function, Academic Press, 1974). Pour un survol général du théorème des 
nombres premiers (avec références aux autres mathématiciens comme Legendre, 
Gauss, Dirichlet) ; on peut aussi consulter l’article sur la théorie des nombres 


dans [14, pp. 202-213]. 
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6.7 EXERCICES 


23 _. n 22%+1 
JO DE FAIRE 


n20 


vérifier que le rayon de convergence de la série entière donnée est 1 et que 
F2) ENGREE 12. |z] < 1. En déduire que pour t réel dans ]—1,1{, f(t) = 
arctgt ; avec le théorème d’Abel conclure que 


Tr (—1)" 1 1 
ne DS ne 5 m0 
n>0 


(Cette série est souvent associée aux noms de Gregory et de Leibniz.) 


Soit Re a < 0 ; démontrer, en utilisant le théorème d’Abel, que la série 


n>0 


est divergente. (Considérer la série de Taylor de (1 z)".) 


Soit f(z) = }n>0an2" pour |z| < R, R étant le rayon de convergence 
de la série entière ; supposons que an >20,neNet DS. an RU — co: alors 
f(x) — co lorsque x — R par les valeurs réelles de x < R. En conclure que le 
point z = R est un point singulier de f. 


[4] Vérifier que, pour |zl < 1, 


il =. 


vérifier que [ag + -:: + an] — oo (n — co) mais que, néanmoins, z = 1 est 
un point régulier de la fonction concernée. (On a s2n —=(n + ja Ge SR — 
ag+:--+an ; donc S2n — 00, S2n+1 — —00 lorsque n — © ; on peut démontrer 
que si $n —+ 00 (ou 5y — --co) lorsque n — co, alors z = 1 est un point singulier 
pour jou (2) — 2. anz" et les a, sont réels ; [35, p. 215].) 
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En suivant la démonstration donnée pour le théorème d’Abel, démontrer 
que si >h>00n2" converge pour || < R et si 


N 


D. doit. 


=) 


sup 
N>0 


< 00 


alors 


sup | f(x) cour) re, ARR 
0<r<R n>0 


[6] En suivant la démonstration donnée pour le théorème de Tauber, démon- 
trer ce qui suit : soit f(z) = 3 ,>00n2", [2] < 1, la série ayant le rayon de 
convergence 1 ; soit SUPn>1 Inan| < oo et posons 51 = ap +:-+an : dans ces 
conditions, si SuPogr<1|f(t)| < ©, alors suph>o [sn] < © et si [F(x)| = 64 
lorsque x — 1, alors sup,>0|S5n| = co. 


Démontrer que 


nf) hit) TE CUIR PRO N 


1-2 


vérifier que cette égalité est en défaut si z € R et [2] > 1. (Vérifier que les deux 
membres représentent des fonctions holomorphes dans E° et que l'égalité est 
vérifiée pour zERet |z| < 1.) 


Posons 
1 l+iz 


vérifier que f est holomorphe dans F° où F ={it:t€ R,lt| > 1}; d’après 
l’exercice 7, déduire que 


AE D {MU +é2) — In(1 - i)} si z € F°: 


conclure que f est un prolongement analytique de la fonction f, définie dans 
|z1 < 1, à l'exercice 1. De l’exercice 24 (sect. 2.6) voir que tg(f(z)) = z,z € F° 
(la fonction f s'appelle la branche principale de arctg). 


[9] Soit f(z) = Dn>0an2”, [2] < 1, avec les an > 0; on suppose que le 
rayon de convergence de la série est 1. On démontre que z = 1 est alors un 
point singulier de f (ceci généralise une partie de l'exercice 3) en raisonnant 
comme suit : sinon il existerait t réel, 0 < £ < 1, tel que la série de Taylor de 
HOUR (f@)(4)/n!) (z — t)", convergerait en un point z=1+e,e>0; 
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en calculant f()(+) = D rate) EURE ljagt*®, on vérifierait que 
(avec l’hypothèse ar > 0) : 


n! 
n>0 
nr 
=Y ae) SKK —1)...(k—n +1) at" 
n 

n>0 k>n 
Sn REED) (tte = Soœfi+e), 

É=00 50 né k>0 


ce qui donnerait la convergence de la série entière de départ pour z=1+Ee et 
serait une contradiction. 


Démontrer que 
OO 
Î Énidt ann), Re: O0 Re (0, 
0 


en raisonnant comme suit : l'égalité est vraie si a réel > 0 ; aussi, pour chaque 2 
fixé avec Re z > 0, les deux membres de l’égalité sont des fonctions holomorphes 
de a pour Rea > 0. 


En posant a = a+ib, a > 0, r = Va?+1b2?, 0 = arga = arctg(b/a) 
dans l’exercice 10, vérifier que, pour Re z > Ü,on a 


OO 
| e7%? cos(bt)t*—! dt = nee) 
0 ch 
OO Ô 
Î e7% sin(bt)t* 1! dt = nOENCS 
0 cs 


(On vérifie ces équations d’abord pour z réel > 0 et on utilise l’holomorphie 
des deux membres ensuite.) 


Démontrer que pour b > 0,0 <Rez<1,ona 
l(2) cos(xz/2) 
b= 


T(2) sin(xz/2) 
bz 


OO 
rl cos(bt}t?— ! dt = 
0 

OO 
| sin(bt)t?"} dt = 
0 


en justifiant le passage à la limite a — 0 dans l’exercice 11. Pour z = 172, on 
obtient les formules déjà vues : 
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=—— GW = 


o vi 


(Ces intégrales sont impropres ; on les écrit comme É avec 


Cost Ju sinéb , 7 
0 


limr_,00 ra ; une intégration par parties convertit /,” en une intégrale sur 
[1, co ![ absolument convergente ; on peut ensuite utiliser le théorème de Le- 
besgue.) 


Sia>0,8>0,pE€ R, on obtient de l'exercice 11 que 


OO + 
j ePr 6-70 1 dr = (a — ip) ÉT(8). 
0 


Démontrer que (6.23) est valable pour 2 € € et à € € avec Rea > 0 
(utiliser l’holomorphie en a pour z fixe). En particulier, 


dei 2 
Î e %# dt=/ra l/?, Rea>0; 
0.8) 


d’où, en posant a = a + b, a > 0,b > 0, r = Va? +b?, 8 = arctg(b/a), on a 
CO 1/2 0 
j eat cos(bt?) dt = (2) COS — — 5 bear 
53 Fe 2 Lo 
co 1/2 = 
j e7% sin(bt?) dt = (=) sin — — 3 = 
3 1 2 DNCT 


Vérifier que 


plus généralement, 
1 
1 ii T 
_ == =—————, EN; 
r (+ :)) Ta+32" ” 


1 
lim r(-(n+3)) = (), 
n— 00 À 


De (6.68) déduire que 1”(1) = —7 ; en conclure que 


CO 
—7 = | e-tIntdt 
0 


(utiliser la formule pour 1"(z), 8 6.3.4). 


en déduire que 
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De (6.68) déduire que 1"(2) = 1 — y > 0; vérifier que l/(x) > 0 
si z > 0 (d’où la convexité stricte de x H l'(x), 0 < x < co); conclure 
que limoer=—0 (x) = 00, lim; 1[{(r) = oc et inf;-01 (x) = T(a) avec 
1 < a < 2. Ainsi, l'(x) est strictement croissant pour x > 2 et strictement 
décroissant pour 0 < x < 1. 


De (6.62) établir que pour n € N',0<t<I, 


_ 
(—1)"T(-n +6) = FR > 0 


où a(t) = sin(rt)/rt. 
De (6.69) établir que 
T'(x)T{z) = {l'(z)}* > 0, cs eR\(=N. 


Conclure d’après l'exercice 18 que l’est strictement convexe pour —2{n +1) < 
x < —(2n +1) et strictement concave pour —(2n +1) < x < —2n,n € N ; aussi 
pour æ > 0, l'est strictement convexe (ce fait étant déjà établi dans l’exercice 
17). En se rappelant que ie” nc) — ©, n € N, faire une esquisse du 
graphe de la fonction x + l'(x), x E R\(-—N). 


D'après l'exercice 18, établir 


il 
COS — 
! 
lim (—-1)"T(-n +tn) = (ee, 
ds 0 sit L 
D) 


oùnEN, n2>2.(Constater que (n — 1}! < l'(n+1-—t) <n!si0<t<1.) 


Vérifier la convergence ou la divergence des produits suivants en uti- 
lisant d’abord les critères donnés dans les paragraphes 6.4.2 à 6.4.4 et établir 
ensuite leurs valeurs en suivant les indications données : 


— 1 
G) [I (-:) = 0 ; 
n=2 
si PN = nt — 1/n), on a px =1/N, N > 2, par récurrence: 


oI(-S)-3: 


R=? 
Si pn— [Lee nr) où ph DEMO D NN 0 0 
récurrence ; 
= il 
” Fee. 
(ii) I ( Se +) COS 


Si PN — pet 4e 1/n), onapn=N+1,N > 1, par récurrence ; 
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sipn = [nzo(n®—1)/(n$+1), on a py =2/3-(N?+N+1)/(N(N+1)), 


N 2 2, par récurrence ; noter que 
no] _(n-1l)(n?+n+1 


FU Us seu) D - 
n$ +1 (n+1)(n?-n+1) et (n+1} =(n#1l)+1=n+n+1; 


OO 


n 1 
GO TG +202 sta <1; 


n=0 


utiliser l'identité suivante : (1—z)(1+2)(1+22)-..(1+22") =1-22N+1; 


OO 5 
z sin z : 
(vi) II cos( +) a C (= 1 si z = 0); pour la convergence voir 
n=1 


l’exercice 22 ; on obtient par récurrence que 


: : N 
DES 2 0 z \ sin(z2 ") 
2 — cos() JTE 2 Il cos( 7x) 22-N 


mi 


d’où le résultat ; 
(vi) en posant z = 7/2 dans (vi), on obtient 


É [Il cos( z ) Il a : L (1 + jme 7 
= —= Get = n ; a] = — ; An — Fe An—1 ; nr ; 
Fi ill 5 n=1l v2 : 


cette formule, due à Viète (1579), semble être le premier exemple d’un 
produit infini ; elle est souvent présentée de manière plus spectaculaire : 


2/1 Re 1, i Le 
r V2 D 0 NN 0 | 


Montrer les affirmations suivantes : 


(i) [921 cos 2n est convergent si D El “co ze C nl; 
(Utiliser l'inégalité | cos z — 1| & |z[? si |[z| < 6, 6 un nombre > 0 approprié, ce 
qui vient de la relation lim,_,p(cos z — 1)/z? — —1/2, ainsi que du critère du 
paragraphe 6.4.3.) 


(ii) [[921 Sin 2n/2n est convergent si Dell Se EC 0 Le 


(Utiliser l'inégalité [(sin z{z)- 1| & |z[? si |z| < 6, 6 > 0 approprié, qui vient 
de la relation lim,_,0 (sin z — z)/2% = —-1/6.) 
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: : 2 
Soit {Zn }nen une suite complexe telle que D}, 2n; Del sont des 
séries convergentes ; alors le produit [[,,-9(1+2n) converge. (Etablir la relation 


In(1+2) = 2+e(2)2? où [e(z)| < 1 si [2] < 6, 6 > 0 approprié ; utiliser ensuite 
la proposition 6.4.4.) 

Soit {an neN une suite réelle telle que ÿ;,, an est une série convergente ; 
alors le produit [[,-0(1+ an) est convergent si 3’, a? < c et il est divergent 
si >), 42 = oo. (Suivre la méthode de l'exercice 23 ; pour x € R, r—In(1+x) = 
e(x)x? avec 1/4 < e(x) < 1 si [x] < 6, 6 > 0 approprié.) 


Soit {Zn} Len une suite complexe telle que D PAR < oo ; alors le pro- 
duit [[h>0(1+2n) converge ou diverge selon que la série 5,, z, est convergente 
ou divergente. (Suivre la méthode de l'exercice 23.) 


Vérifier que (1 — 1/2)(1 + 1/3)(1 — 1/4)--- = 1/2 ; la convergence du 
produit est évidente d’après l'exercice 24 avec an = ie n 2 6 


nee IT + 2) 


n=2 


alors on vérifie que 


= DE : Na 2 
P2N — 5: P2NHI— 5; DNA 2 L: 


Le produit (1 — 1/92)(1 + 1/V3)(1 — 1/4)... est divergent d’après 
l'exercice 24 ; démontrer que le produit diverge vers 0 en établissant que 


N n—1 
= (—1) Nes 
ee me 


La divergence vers 0 se démontre aussi en notant que 


NS 


Soit an > 0, n = 1,2,...; supposons que DE C0, DURE ce 
Le produit [[%2,(1 + ian) est divergent d’après l'exercice 25 : vérifier que 
In: l1+ian| est un produit convergent. Si 4, = arg(l+ia)—arctga,, vérr 
fier que 0 < 01 < r/2 avec 3921 On = co ; conclure que si py = UE es), 
alors {PN}vs1 est une suite divergente bornée dont les points d’accumulation 
sont contenus dans le cercle || = r, r = [[®, [1 + ian| > 0. 
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Soit 5%, an une série complexe absolument convergente ; d’après le 
paragraphe 6.4.5, la fonction f définie par f(z) = [[%_,(1+ anz), z € C, est 
une fonction entière ; donc f(z) = 1457521 cn2", z € €, avec en = fm) (0)/nt, 
n > 1. Démontrer que 


CDS CR CE >» dj jo 


321 1< 71 <72<o0 
On — jo jh 
1L 1 < 52 << jn <00 


toutes les séries étant absolument convergentes avec |cn| < E BE x ie 


Démontrer que 
co 2 
cosrz= |] Rose el. 
n=1 (2n a 1) 


en utilisant la relation cos xz = (sin 2rz)/(2sinr2) et le produit d’Euler pour 
sin T2 (8 6.4.7). 


Pour x € K fixé, démontrer que 

[x +iy)| — Vare-"ivi/2|,|57 1? , yER, 
lorsque [y] — co. (Utiliser (6.78) sous la forme [T()| = 2rnexphent) 
a(z) = —-z+(z-—-1/2)Inz+h(z), z = x +iy; noter que arg(r + iy) — +r/2 
lorsque y — +co en utilisant la formule arg(r +iy) = 2 arctgy/(r+ 1/1? + y?) 
Mr ou) 
De la formule (6.43) pour 1/1(2), vérifier que pour x € R\(-N) et 
y E R*ona |T(x+iy)| < [T(x)| : de l’exercice 31 on à Eimy}-00 [7 (r+iy)| = 0 
pourreRet f(x + iy)[? dy < æ pour r E R\(-N) et p > 0. 


Démontrer que 
1 
| [Tr + iy)| dy= sinenN. 
0 
(Pour n = 0, utiliser la formule pour (it)? dans (6.65)) ; pour n = 1,on a 


T(—1 + iy) = Tiy)/(éy — 1) etc.) 


Pour a € C fixé, démontrer que l'(z2+a) = V2r e-Z(7+a-—1/2) lorsque 
|z] — oo uniformément pour | argz| < r — 6 (6 fixe, 0 < 6 < x) ; plus précisé- 
ment, l'(2+a) = Var e-222+0-1/2) exp b(z) où [b(z)| < M5/|2| pour |2] > R6, 
larg z| < x — 6. (Pour cela, écrire b(z) comme 


b(z) = —a + (+ :) {In(z + a) —Inz} +h(z+ a) 
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en utilisant (6.78) ; choisir R$ > 1 tel que pour [z| > R$ on ait 


1 2 
PE In(z+a)-n2= © +uw(2)7 
avec u( (2)| < let ln 22 a)| < C/|z| pour une constante C > 0 (voir l’esti- 
mation pour |h| après (6.77)) ; pour l’estimation de In(z + a) — In z, noter que 
In(z + a)—Inz = In(1+a/z) si [2] > Rs, |argz] < m — 6, R$ grand car alors 
arg z(1+a/z) = argz + arg(1 +a/z).) 


Pour a, b dans €, démontrer que 


T(z us a) _ 227 b 
T(z +b) 


lorsque |z| — co, uniformément pour |argz| < x — 6 (6 fixe, 0 < 8 < 7; voir 
l'exercice précédent). 


Un grand nombre d’intégrales peut être calculé en utilisant la fonction 
T et d’autres fonctions qui en dérivent ; voici deux exercices qui utilisent la 
fonction Y = 1”//T donnée en (6.68). 


Sie 0 2-0. 


He", do À D il 
of Fe Ge) -30(e) 


qi) JE ae=1n ne) 
o (1+t)lnt r(a)r(+1s) 


Ces relations restent valables pour à, f complexes avec Re a > 0 et Re 8 > Oen 
remplaçant In par une détermination holomorphe du logarithme de la fonction 
holomorphe dans (ii). (Ces formules sont dues à Kummer selon [37, p. 262]). 


Pour (i), 


1 ja—1 1 
| aæ= | lim Hier 0 to, 
0 0 


n— CO 
nn 
Lu — 2k+a 2k+a+i 
1 


donne le résultat d’après (6.68); pour justifier ma de limnoo et f 
on peut raisonner comme suit : soit fn(t) = 4% 1(1 —6+... 4480 _ g2n+l) 
FO Et) Dors es est une suite croissante qui 
converge vers f(t). Même si a € €, Rea > 0, on peut raisonner Comme suit : 
ln) < M(t#) = 9-1]/( + t) et fo M(t)dt < oo et donc le théorème de 
Lebesgue justifie l'échange. 
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Pour (ii), utiliser les relations suivantes : 


fn ail 

pe 5 (+40) 27673) 
8 Re 

r(3+58) 


: vGr)een 


on note que le membre de gauche de (ii) vaut 5 dô E HP en 
utilisant le théorème de Fubini). Pour généraliser à «& et B complexes, on utilise 
l’holomorphie des deux membres dans (i) et (ii). 


Sia>0,a+b>0,ona: 


L=ÿ 
(ii) si de plusa+c>0,a+b+c> oO, alors 


UNDER M O)na bc) 
Î (+) hi) àt= n {Tee | 


1 ya—1/f1 __ ,b 
o [ CP 


(Comme dans l’exercice 36, ces résultats se généralisent à a, b, c dans € avec 
Rea > 0, Re(a + b) > 0, etc.) 


Vérifier que 


me] (—1)%" ler O0 ns 
D —— = m2+ Sd SE — (2-1) sil <1 
n = Ur 


Hi) 


en démontrant que le membre de gauche est la série de Taylor de f(z) = In(1+2) 
au point z = 0 et le membre de droite est la série de Taylor de f au point z = 1; 
noter que f est holomorphe dans € \ ]—oo, —1}, ce qui garantit que le rayon 
de convergence de la série à gauche est 1 et le rayon de convergence de la série 
à droite est 2, ce que l’on vérifie aussi directement. 


Soient f(z) = 229 2°/(n +1)? pour [4] < 1 (avec p > 0) et 


OO —] 
= = dé, -e6\|l col: 


démontrer que g est un prolongement analytique de f. 


Vérifier que si Re(s) > i alors 


1 (ee) xs] 
= ee — BR 
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Vérifier que g(s) = (1 — 21—$)C(s) définit une fonction entière. (Se 
rappeler que Ç(s) = 1/(5 — 1) +h(s), h une fonction entière ; il suffit donc de 
voir que lims-,1(1 — 217S)/{s — 1) =In2 existe) 


Vérifier que pour Re(s) > O, 


1 œ p571l 1 l 
—___— a 
10 nt TC 2 T 3s 


en déduire que f est holomorphe dans Re(s) > 0 ; établir f(s) = (1—21—S)((s) 
d’abord pour Re(s) > 1 et ensuite pour Re(s) > 0 par holomorphie (cf. Ex. 41). 
Déduire que les zéros de f dans Re(s) > 0 sont ceux de € dans Re(s) > 0 et les 
nombres 8 = 1 + (2nri)/In2, n € Z ; vérifier que si 0 < s < 1, alors f(s) > 0; 
puisque 6(0) = —-1/2 Z 0, conclure que C(s) Z0S0<5s< 1. 


Démontrer que 


dim {c(s) = 2} = 


(D'après le paragraphe 6.6.5 la limite vaut 1/2 — f” p1(x)/x? dx où w1(x) = 
x — [x] — 1/2; un calcul montre que cette dernière expression est égale à 
limy_o(l+:-:+1/N -InN)=7.) 


6.8 FRACTIONS CONTINUES 


6.8.1 Préliminaires 


Une fraction continue est une expression de la forme 


a 
a? 
a3 


b3 +... 


bo + 
b1 + 
b2 + 


Nous noterons cette expression sous la forme 
O0 
a] a) a3 
bo + PT + PT + PE +2 = bo + 20 
b bo b3 © X( Re) 


s’il s’agit d’une expression infinie ; si l'expression se termine avec An/bn, nous 
la noterons comme 


a] An 4 
bo + pl ++ FE = bo + X (a; : b;). 
bi bn j—1 
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Le symbole X vient du mot allemand « Kettenbruch » qui correspond à notre 
terminologie française « fraction continue» ; cet usage du symbole K est intro- 
duit ici en analogie avec $> pour «somme» et II pour « produit». 

Nous posons pour n = 1,2, ... 


L A 
bo + K(a; bj)= 
ee 


F 


et 
A0 00 bg = A EN NE 0)" (6.97) 


An/Bn s'appelle la n-ième réduite de la fraction continue 


bo + ‘K(a; c b;) 


321 


Pour le moment, il faut considérer A, Bn comme des expressions polynomiales 


dans les indéterminées bo, @1, b1, a2, b2,... Ainsi, 
À bob 
pe EU 
Bi bi bi 
À) a] bob1b2 + a1b2 + bpa2 
BP cm: 0 
2 bi + — 102 + a2 
bo 
d’où 


A1 = bob +a, Bi=h 
A2 = bob1b2 + a1b2 + boa2, B2 = b1b2 + a2. 


6.8.2 Formules pour À, et Br 
CROATIE CE 
An = bnAn-1 + Gn AÂn- 
n nAn—1 n{in—2 (6.98) 
Bn = bnBn-1 + anBn-2 


où Ao, Bo, AÀ-1 et B-1 sont donnés par (6.97). 


En effet, pour n = 1, 2, on a déjà vérifié (6.98) ci-dessus ; on établit (6.98) 
généralement par récurrence. Supposons que (6.98) soit établie pour un indice 
n et pour tout choix de bo, a1, b1, ..., än, bn ; alors 


(#A 
ns Lim nb Fe 
Bn+1 bn+1 

a! À! 
— + Rd ++ a 
nr PB! 
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où ; 
ün _ An _ _ Anbn+1 
bn bn+-ttl  bnbn4i + An+1 
bn+1 


En utilisant (6.98) déjà établie pour l'indice n, on a (en tenant compte que 
An-1; Bn-1; An-2 et Bn-2 restent inchangés) 


At LL 0 ne 
= (bhbn +1 de än+1) An 1 2e Anbn+1An-—2 
= bn+1(0nAÂn—1 RE an An-2) % Gp lan 1 = bn+1An ct An+1Ân—1 


et, de même, 
Bn41 = bn+1Bn + An+1Bn-1 


ce qui établit (6.98) pour l'indice (n + 1). + 


6.8.3 Autres formules de base 


De (6.97) et (6.98), on obtient la formule importante suivante : pour n = 
ANUS 
PR te (di (6.99) 


Pour établir (6.99), posons dy pour son membre de gauche ; un calcul simple 
en partant de (6.98) donne, pour n > 1, 


(= TES) 


puisque 
di = À1Bo — AoB1 = (bob1 + a1) — bob = «1, 


on obtient (6.99) immédiatement par récurrence. + 


De (6.99) on obtient, pour n > 1, 


An An-1 (1) "a ‘''An 


_ a —— 6.100 
Bn Bi Bn-1Bn 

De même, on obtient pour n > 2, 
AnBn-2 — An-2Bn = (—1)"a---an-1bn (6.101) 


En effet, si DA est le membre de gauche de (6.101), on a avec (6.98) 
Dn = (bnAn-1 + AnAn_2)Bn-2 — An-2(bnBn-1 + anBn-2) 
= bn(An-1Bn-2 — An-2Bn_1) 
=. ac, DO 


la dernière ligne venant de (6.99) ; ceci démontre (6.101). + 
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De (6.101), on obtient, pour n > 2, 


cn Bn-2 L Bn-2Bn 


AE e —1)"a an 16 
D ne? ( ) 1 An 1m. (6.102) 


6.8.4 Fractions continues équivalentes 


Deux fractions continues s'appellent équivalentes (notée ©) si leurs ré- 
duites sont identiques. Si p1, p2, ... est une suite de nombres complexes non 
nuls, alors 


a] a2 
b + pd + Pl ne 
. bi b2 i 
(#2 [#7 = 
% bo+ FE + AIRE) +... Anctpnens +... 
Pp101 p202 Pnn 


autrement dit, 


(6.103) 


bo + TÈCE : bn) © bo + Jet : b,) 
n>1l n>1 


avec a! = pa, bi, = pili et a, = Pn—1Pnûn, bn = Pnbn, n > 2. En effet, si les 
réduites sont notées An/Bn, A,/B, respectivement, on vérifie par récurrence 
que pour n > 1 


An =(P1--Pn)An, Bn =(P1:-:Pn)Bn ; (6.104) 
notons que pour n = 0, 4ÿ = Ag = bo et Bj = Bo =1,et pour n=l, 
Ai = (pib1)bo + (p1ai)-1=piA1 et Bi =p1B1. 
De (6.104), on obtient 4/,/B} = An/Bn, n > 1. 


Supposons maintenant que les termes an, bn de la fraction continue 


bo + 14. De) 


n=]l 


sont des nombres complexes. Si les b, # 0, n > 1, on peut prendre dans (6.103) 
°n— 1/0, nl pour avoir 


CO OO 
bo + ‘K(an : bn) € bo + K (ah : 1) 
n=1l rl 


avec ai = a1/b1, an = an/(bn-10n), n > 2. Si les a, # 0, n > 1, on peut 
prendre dans (6.103) 
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pour avoir 


co co 
bo + TE (as bn) = nt SRECE - br) 
m=i = 


avec D}, = Pnbn, n > 1 ; une formule explicite pour les p, dans ce cas est donnée 


par 
__ 4103: G?n—1 __ 4244" A2n =. 
DD à Den mm 

a24 **"A?n 4143 °° A2n+1 


avec p1 = l/a]. 


6.8.5 Série équivalente à une fraction continue 
Nous dirons que la série 
En <e En Sr ED + °°° 


est équivalente (notée ©) à la fraction continue 
a] a? 
fn É ba 
Shpourmioutm 0102 on 


où An/Bhn est la n-ième réduite de la fraction continue. 
De (6.100), on voit immédiatement que 


1 


CRT 7} 
bn + CC bn eu SE (6.105) 
Ph 


Par ailleurs, si Cp + €1 + ::- est une série donnée, on a l’équivalence suivante 
(due à Euler) : 


_ (3 0 né) C0 
ent Cl tetes + pd + RO + ST + 
1 1 + c/c1 ee 


ou, écrit différemment, 


CO OO 
co+ D cn © co + K (an : bn) (6.106) 
mi n=1 
avec 
a] — C1, bj =1, De EE" bn = 1 + = , Bm22 
Cn—1 Cn—1 


Enelfet onapour ri 1040 


An =Co+'-+Cn, Bn=l; 
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pour n = 0, 1, on vérifie ceci directement et pour n > 2, on constate que 


ee (+ AL } An + (- SL } An: 
Cn—1 Cn—1 


C 
= An-1 + a (An — An_2) = (co ++ Cn-1) +Cn 


et Bn = 1, par récurrence. 

Si Co, 1, -.. sont des nombres tels que €Cn #£ 0, n > 1, alors on peut écrire 
la fraction tune équivalente dans (6.106) un peu ÉTÉ on en utilisant 
le procédé indiqué dans (6.103) ; en prenant p1 = 1, p2 = C1, p3 = C2, ..., on 
aura de (6.106) et (6.103) que 


co 
C1 — C2 —C1C3 

CE) 7 Cn = & + A+ I + ST 4 
Ê 220 0 l C1 + C2 C2 + C3 


ou encore 
OO OO 
er > En © co + 'KC(an : bn) (6.107) 
= nil 
avec @j = Cj, b1 = 1, a2 — —c2, ba = ©1 + C2 et An = —Cn-92Cn, bn = Cn-1 + Cn 
pour n > 3. 


Toutes les considérations jusqu’à maintenant étaient purement algébri- 
ques ; elles concernaient deux suites {42} et {Bh}, n € N, formées selon la 
formule de récursion (6.98) et satisfaisant aux conditions initiales (6.97). Ces 
suites peuvent être formées des éléments {an} et {bn} assez généraux (par 
exemple, pris dans un anneau quelconque) ; nous passons maintenant aux con- 
sidérations de la convergence de la suite {An } 5) dans le cas où les éléments 
an €t bn sont dans C. 


6.8.6 Convergence des fractions continues 


Considérons maintenant une fraction continue 


CO 
bo + pe + 7 ++ = bn + KC(an : bn) 
b. bo n=l 


formée des nombres (complexes) {an }n>1 {b n}n50 : nous dirons que la frac- 
tion continue converge vers un nombre & € € si pour un n0, Bn #0,n > no, 
et 

lim —T = 

n—0 By £ 
où An/Bn est la n-ième réduite de la fraction continue. 


Supposons que Bn # 0, n > 0; alors de (6.105) on constate que la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour la convergence de la fraction continue 
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F_1(an : bn) est la convergence de la série dans (6.105) et on peut alors 


écrire 
ie 


= + K(an ni = De Cane, (6.108) 


Etant donné les éléments an, bn, quelconques dans €, il n’est pas facile d’étu- 
dier, en général, la convergence de la série dans (6.108) ; en fait, la convergence 
de la fraction continue bÿ+ Kh>1(an : bn) pose bien des problèmes intéressants 
d’une nature assez différente de ceux que nous avons rencontrés dans l’étude 
de la convergence des séries. Mais, dans le cas où les a, et b\ sont des nombres 
réels > 0, on peut décider de la convergence assez facilement ; c’est ce que nous 
ferons dans le paragraphe suivant. 

Si la fraction continue ne converge pas, nous dirons qu’elle diverge ; la 
divergence de la fraction continue peut être causée soit par le fait que Bn = 0 
pour une infinité d'indices n, soit par le fait que la suite eos, n’est pas 
convergente. Nous verrons des exemples simples de ces phénomènes dans la 
suite. 


6.8.7 Fractions continues avec des termes strictement positifs 


Supposons que an > 0, bn > 0, n € N*' ;il est clair que la convergence ne 
dépend pas de la valeur de bp et nous prendrons bp = 0 par simplicité. 


Considérons d’abord le cas particulier où an = 1, n > 1; il s’agit donc 
d’étudier la convergence de 


KA > U) 


avec bn > 0, n € N° ; de (6.108) on voit que la fraction continue converge (vers 
la valeur €) si et seulement si 


(6.109) 


est convergente (somme notée £) où Bo = 1, Bi =bet 


Notons que les B} > 0 pour n > 0. 
Nous démontrons la proposition suivante : la fraction continue 
O0 
XGA: bn) it 0 re 


n=1l 


converge si et seulement si )}7°_) bn = oo. 
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DÉMONSTRATION 
Nous utilisons les relations (6.100) et (6.102); posons £n = An/Bn ; 
évidemment An > 0 et By > 0 d’où £n > 0 pour n > 1; de (6.102) on obtient 


NÉ CAE 


et de (6.100) on a 

Con Con nait Le 
On en déduit que chaque terme de la suite strictement croissante ones: 
est strictement inférieur à chaque terme de la suite strictement décroissante 


16-10. car pour tout m > let k > 1 on à £2m < Ék_1 ; en effet, c’est le 
cassim=k;sim<k,ona 


É2m < E2k < É2k1 
etsim>k,ona 
£2m < É2m-1 < É2k-1 É 
Posons 
a = lim é2n, @2= lim 62n-1 ; 
on a a < @æ2 et la suite {En} converge si et seulement si &1 = a ; de (6.100), 
on voit que «1 = à2 si et seulement si 


N— 00 
ne =— 69 


Supposons que 91 bn = 00 ; puisque 
Ba = bnBn-1 + Bn-2 > Bn-2, n23, 


on à 
= une 2) On le 


donc 
Bn > Bn-2 +Cbn, n23 


d’où par récurrence 


Bon 


> Bo + c(bo + b4 +: +bon), D > À 
Bon+1 > Bi + c(b3 + b5 +: +bong1), n 21, 


ce qui donne 


Bon+1 + Bon à + Bo + c(bo + b3 ++ bonr1), 


Er D À 
Bon + Bon-1 > BA + Bo + c(bo + b3 +: + ban), À > À. 


406 Diverses représentations des fonctions holomorphes 


Il en résulte que pour N > 4 
Bn + BN-_1 > c(b2 +03+-.-+bN) ; 
alors au moins un des termes Bn, BN_1 sera 


> —(b2 +b3 +... +bn) 


C 
2 
et puisque les Bn sont 2 c, on aura 
2 


BnBn-1 > (be+b3+..+bn), No. 


ce qui montre que BnBn-1 — © lorsque N — © si 37, bn = © ; dans ce 
Cas, Gi — do Gt liM, co 6n — 6 — Et] existe. 

Nous démontrons maintenant que si 37, bn < co alors sup,>1 Bn < ©, 
ce qui démontrerait, d’après la discussion précédente, que 


lim £2n = @1 < lim É2n+1 = à 
n— CO NA — © 


et la fraction continue Kh>1(1 : bn) serait divergente. Nous établissons, en fait, 
que 
Ba <(1+b)---(1+bn), n2>1; 


pourn=1l,ona 
Bibi OP) 


ÉLIPOUT — 2. 
BB LS (IEP) OISE 


supposons l'inégalité vérifée pour tous les indices < n, n > 2 ; alors 
Ba+i = bn+1Bn DB: 
Cnil 00) EC (IE ESS QE 


= (1 Eu b1) ire (1 an Cl La b1) 5 1} 
Ch COMEP TE, =1)(LEP Er) (EE 0). 


ce qui montre que l'inégalité est vérifiée aussi pour l'indice n + 1. On en conclut 
que 


[ee] 
SUP Bn < [LG nn ee 
nl = 


car ÿ nn < 00 (8 6.4.2). Ceci achève la démonstration. + 
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On peut maintenant obtenir un critère nécessaire et suffisant pour la 
convergence de 


OO 
XC (an : bn); An >0,bh>0,neN ; 
Pl — 


cette fraction continue converge si et seulement si 


00 
» Pnbn = © 
m=i 
où pi lait 
@103 °°" An] a20G4::"a2 
nl" Pan = ————"<— , n >1l 
Q204 *::Œn Q143 "'An+] 


En effet, d’après le paragraphe 6.8.4, 
O0 (ee) 
Jia = JA LEA) 
n=1 n=]l 


avec bd, = Pnbn, n > 1 ; puisque les réduites des deux fractions continues sont 
identiques, notre fraction continue convergera, d’après la proposition précé- 
dente, si et seulement si ÿ), b, = c, ce qui est le résultat annoncé. 


6.8.8 Remarques sur la convergence des fractions 
continues générales 


Considérons d’abord une fraction continue 


CO 


EAN BEC n >|. 


ml 


Il n’est pas difficile de démontrer, en adaptant la démonstration de la divergence 
du paragraphe précédent, que si ÿ°,, [bn| < co alors la fraction continue diverge. 
En effet, dans ce cas les suites { A2n }, { Aon+1}, { Bon} et { Ban+1 } convergent 
vers les limites @o, «1, Ho et 1 telles que 


@1/0 — ao = 1, 
An/Bn étant la n-ième réduite de la fraction continue; ceci montre que 
A2n/Bon et A2n+1/B2n+1 Oscillent entre a0/Bo et æ1/B1 car (d’après (6.99)) : 
Agn+1PBon — An Bon+1 = 1. 


Pour compléter la démonstration, il suffit d'établir que les suites { An } et { Bn } 
sont bornées en démontrant (avec le raisonnement donné dans le paragraphe 
précédent) que |A4,| et |BA| sont majorées par 


| O0 
C=M [[(1+lbal) < ce 


n—ill 
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(M étant une constante appropriée) ; ceci étant, on voit, par récurrence, que 
An = bon + Aon-1 + b2n-242n-3 +: +b2A1, 


ce qui entraîne l’existence de limn-00 A2n à cause de la convergence de la série 

D 51 02k Aok-1, cette dernière étant, en fait, absolument convergente à cause 
ee 

de la relation 


S_ lb2x 42x11 < C D lboxl < 00. 


k>1 k>1 


Pour la convergence de Kn>1(1 : ui bn € C*,n > 1, on peut démontrer 
ce qui suit : si |argbn| < (r/2)—6, n > 1, 6 > O firé, ne Sn lbnl = © est la 
condition nécessaire et suffisante pour la convergence de la fraction continue. 

L'exemple de bn = i, n > 1, montre que la condition 3, [bn| = cæ seule 
ne suffit pas pour la convergence de la fraction continue ; le fait que Kn>1(1 : ) 
diverge sera vu dans l’exemple général Kh>1(a : b) discuté dans la suite. 

Parmi les autres critères de convergence, mentionnons les deux suivants : 


(i) théorème de Worpitzky : Kn>1(an : 1) converge si |an| < 1/4, n > 1; 
(ii) critère de Pringsheim : Kn>1(an : bn) converge si [bal > [an| +1, n > 1. 


On trouvera des démonstrations dans les livres de O. Perron et de H.S$. 
Wall cités en référence dans [20, vol. 2] où l’on trouvera aussi une démonstration 
du théorème de Worpitzky ; ce théorème est surprenant au premier abord, mais 
on verra que la borne 1/4 est la meilleure possible ; en fait, Kn>1(a : 1) converge 
si et seulement si a € C \ ]J-c, —-1/4{, comme nous le constaterons par la 
suite. 


6.8.9 Ka :b) 


Soient a et b deux nombres complexes quelconques ; nous considérons, à 
titre d'exemple, la convergence de la fraction continue 


Ka : 8) = ‘K(an : bn) 
n>1 


OÙ An = 4, bn = b,n > 1. La n-ième réduite 4,/B, est donnée par les formules 
de récursion 


An = bAn-1+0An2, Bn = bBn-1 +aBn-2 


avec Ag = 0, Bo = 1, A1 = a, B1 = b (cf. (6.98), (6.97)). Si a = 0, on 
Aura ln 02. = je n > Jet 45/5 = 0sib 0 sb = 0 on aura 
(1) Ka : : 0) sera divergente. Pour la discussion suivante, 
nous supposons que a £ 0, b £ 0. 

Une méthode standard pour la résolution des équations aux différences 
finies (vues dans le paragraphe 3.7.7 pour la suite de Fibonacci) permet d’obte- 
nir des formules explicites pour An et Bn ; soient u, v les racines de l'équation 
quadratique 

NE) = 
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DÉC EE SO écrit ne D à (b? + da) UL— 
b— (b? + aa)? Alors, si u £ v (c’est-à-dire D — (b? + da) /? Æ0),ona 
An=œu"+aov", Bn=fiu"+fut, n>0, 
où les constantes a1, @, B1 et PB sont déterminées par les conditions : 


0=Ag=ai+o, a = A1 = au + av 
1=Bo=fB1+82, b=B1= fBiu+ Bov; 


ce qui donne 


(en supposant que D = u — v £ 0; le cas u = v sera considéré séparément). 
Ainsi, si D £0 


il 
An = 5 (uv), Bn = (ut as) n >0: 
si [ul £ [vl, Bn # 0 pour tout net 


BA = FRE — yr+i d 


Si [u| > [v|, on aura 


il _ nr 
lim An _ a lim 2 CID RE re 
n—00 Bn un] (v/u)" u 
si fu] < [v|, on aura 
3 (u/v)" — 1 


Il 
= 


us BP, V n—00 (u/v)"+? | = 


EN 


Si Ju] = [v| (mais u # v # 0), démontrons que la suite { An/Bn} ne peut pas 
converger ; dans ce Cas, on à 


Br ul-ctl 
où c=v/u,le| =1,c# 1; il y a deux possibilités : 


(i) il existe & € N° tel que © = 1 ; alors ct! = 1 chaque fois que (n + 1) 
est un multiple de k ; dans ce cas BA = 0 pour une infinité d'indices n ; 
(ii) À Æ 1 pour tout & € N* ; on peut alors démontrer que la suite {c"} 
est partout dense dans le cercle |[z| = 1, ce qui exclut la convergence de 
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Pour établir ce dernier point de manière plus élémentaire, on peut remarquer 
d’abord que limn c n'existe pas (car si c* — L, n — ©, on aura [L| = 1 
et Le = L d'où L(c — 1) = 0, ce qui est impossible) ; on peut ensuite choisir 
deux sous-suites convergentes {c7#} et HAE ls Que ct SNA 
k — oo, avec s £ t ; si s ou t est tel que 1 — cs = 0 ou 1 — ct = O, la divergence 
de An/Bn est établie ; autrement, on aura 


l—s : l—t 
D —,; 


avec s £ t, ce qui est impossible comme on peut aisément le vérifier. 
Il reste à discuter le cas où D = 0 et u = v ; dans ce cas on sait (et c’est 
facilement vérifiable directement) que 


An = (a +an)u", Bn=(B+fbBanju", n20 


avec 
O=Ap=, a= A1 = (a; +a)u = au 
1=Bo=fB1, b= PB; = (B1+Baju = (1 + Bou 
d’où 
An=naut l, By=bnut l-(n—1ju" 
avec 
An na a 
Br bn—-(n-1)u bp (Vu 
n 


Notons que Bh # 0 sauf pour une valeur de n au plus ; on conclut que dans ce 
cas 


compte tenu des relations u = b/2 et b? + 4a = 0. 


Nous pouvons maitenant résumer les résultats de nos calculs comme suit : 
soient a, b E C* ; soient u, v les racines de l'équation quadratique 


Nr) 0-0 : 
la fraction continue K(a : b) converge si et seulement si [u| £ |v| ou u = v ; 
alors K(a : b) = E où = 4 au = sul /uler es; 
u = ; silu| = [v| mais u £ v, la fraction continue diverge. 


Le résultat peut aussi être présenté comme suit : on a 


b+ Ka : b) = w 


où Wu ou vw selon que ul >"uhNou oh "ul aveu si — 7 Cette 
affirmation résulte du précédent car w = b + £ et u + vu = b. 
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Il est instructif de considérer quelques cas particuliers du résultat donné. 
Ste D = 1 on 


1 1\1/2 il 1\12/2 
“=5t(o+:) | v=5-(s+5) | 


rappelons que z1/2 est la valeur principale de l’expression concernée d’où 


Re(z2) > 0; sd = (04 1/4), on a dd +, > 0, &DeR 


d’où : F 
1 1 
lu|? = G +à) + d > [vf = G -à) ne 
avec [u| = |v]| si et seulement si di = 0, ce qui correspond à avoir a = —(1/4)-t?, 
t 2 0; on remarquera que l’on à d = 0 dans le seul cas a = —1/4. 


On conclut que K(a : 1) converge si a € C\ ]—-oo, —1/4[ et diverge si 
a € ]-oo,-1/4[;ona 


Ku:1=-2+ (+1) ae C\]-0, 5]; 


de plus, (1/40 = 172. 
Le résultat pour X(1 : b), b € C*, est analogue mais un peu plus 


compliqué à décrire: (1 : b) converge si b € € \ ]—2i, 2i[ et diverge si 
bE]-2i,2il;ona 


DNA © 
+ (5H) si Reb > O ou siReb=0, Imb2>2 


b b2 1/2 
(5) si Reb < O0 ou si Reb = 0, Im b < —2. 
Ce résultat peut être déduit aussi de la formule pour K(a : 1) en écrivant 


 _— 1/b 
COCE 1+X(1/62 :1) ? 


en utilisant (6.103) avec pn = 1/b. Nous laissons les détails en exercice. 

Ces formules clarifient les résultats sur la convergence des fractions con- 
tinues générales données dans le paragraphe précédent. Par exemple, KX(1 : à) 
est une fraction continue divergente du type Xn>1(1 : bn) avec bn = i,n 21, 
Dh lôn| = © ; on vérifie que dans ce cas B, = 0 pour une infinité d'indices n 
(voir la formule générale pour BA donnée pour K(a : b)). Par ailleurs, K(1 : 2) 
est une fraction continue convergente dont la valeur est —i. X(a : b) avec 
a = —e, b = eŸ + 1 est un exemple d’une fraction continue divergente avec 
Bn # 0 pour tout n ; en effet, ici u = ef, v = 1, Bn = D”! (USED; 


en effet, 
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6.8.10 Exemples de fractions continues équivalentes aux séries 


Ici nous donnons quelques exemples bien connus des procédés généraux 
exposés dans les paragraphes 6.8.4 et 6.8.5. Rappelons d’abord la formule 
(6.106) que nous écrivons comme suit : 


CHR CL PC Re ene 
2e + SA. nl 
or 1+0c/a Trees 
2e + - I ee I 
6 l € + © Ent Cn 
On en déduit que 


die Roi 12e 


+ PU - RE - ms. 
A0 10 l1+73 


Co + C1 + cz? +... +enet +... 


" C12/  (c2/c1)z / _ (Cn/en-1)2 / | 
OT  /i+(œ/enz [I + (cn/en-1)2 


Rappelons que la fraction continue concernée converge dès que la série en ques- 
tion est convergente car, pour tout n > O0, la n-ième réduite de la fraction 
continue est égale à la somme partielle de la série correspondante. Nous spé- 
cialisons ces formules aux cas suivants : 

2 2" 


= Z 
D RS ue | 


._… rt - PE 

1 1+2/2 1+ 2/3 
ré 

1] a - ms —- = - ER 
vf Poe one 4+2 


En posant z = -1,ona 


ai + + + 
_ 1 1 2 3 


en écrivant € = K-,(m :m),on a 


et 
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Or À 
TT UNE ne 
DRE 
—) 7. 

ë NE nr ES 


Ces formules, ainsi que beaucoup d’autres qui peuvent être obtenues à partir 
de la fraction continue équivalente à e?, sont dues à Euler. 


On en déduit 


En utilisant le même procédé, on a les formules suivantes : 


RC 


SEL ET or done = 


pr ee er +. 


ce qui s’obtient comme suit : 


2? FA FA 


se A 
D _—- je Le + 
LÉ +— +R +R À 


en utilisant (6.103) avec p1 = 1, p2 = 2, p3 = 3,... En posant z=1,ona 


Lee Nr, Er, + 
en 1 ï 1 ï 


formule donnée par Euler dans son livre Introductio de 1748. 


Co 
pes 


ZE — 


Le même raisonnement donne 


NN 


arctgz=z-—+—-—+..., |: <louz=l 
_ (3/5)z? F (Die : 
= A+ UE LR ec r 
Z z 2 Poe 
ul + + Er + 


d'ou, avec — 1 


_ À DE 5° 1. 
= 2 2 2 


célèbre formule de Brouncker donnée par Wallis (1655) et Euler. 
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6.8.11 Fractions continues régulières 


Soit £E R\Z; si bo = [é] (le plus grand nombre entier < €), alors 


1 
Ë = bo x 
où él sb lé) cnaura 
1 
UE 


avec £2 > 1.Ilest clair que si £ est un nombreirrationnel, les nombres £1, £2, ... 
seront irrationnels et le processus peut être continué sans arrêt, donnant une 
suite de nombres entiers bo, b1, ba, ... avec b; > 1 si j > 1. On aura 


Ë b ae r se nr + it nr ee r— 
= b . | 
b] bo bn Ën+1 
Si An/Bn est la n-ième réduite de la fraction continue bg + A0 : bj), alors 
on déduit des formules de récurrence (6.98) que 


= Én+1An An 


— un, 
En+1PBn + Bn-1 É 


ainsi, pour n > 1, 
An ee Én+1An HA) An _ An-1Bn — Bn-1An 


Ë RE Re 
n En+1Bn ci Bn-1 Bn Bn(Ën+1Bn Gt Bn-1) 


. eus 
Bn(En+1Bn 2 Bn-1) 
d’après (6.99). 


Notons que les £&, > 1 et que les B — o lorsque n — © car les relations 
de récurrence montrent que les BA sont des nombres entiers tels que 


D lb) SD 


cette remarque suffit à montrer que An/Bn — £ lorsque n — oo mais cette 
limite résulte aussi de l’inégalité : 


A il 
= — >, #> li. 
Ë Bn BnBn+1 
En effet, 
1 
Én+1 = bn+1 es On+1 € N° ; 
Én+2 


montre que Ën+1 > bn+1 et 


En+1Bn “ Bi > bn+1Bn ZE Bn-1 = Bn+1 
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d’où 
E— CAE un on = L (6.110 
Ba Bn(En-+1Bn te 51) BnBn+1 | | ) 


Notons que les nombres 4, et B; sont des nombres entiers, les Bn étant > 1 
sin > 2 (les An aussi sont > 1 si € > O et n > 3) ; la relation (6.99) 


AnBn=1 = An-1Bn = (1), n>1, 


montre que les couples entiers (45,Bn), (An-1,Bn-1), (An, An-1) et 
(Bn;, Bn-1) sont relativement premiers (ainsi, le p.g.c.d. de Ah et Bn est in 


Ecrivons 
il 1 
D An 
Det bi 1 bo ni (bo; bi, bo, VE 


on à vu que tout nombre irrationnel € € R possède un développement en 
fraction continue (infinie) 


O0 
bib = trou) 
ji 


où db EZetb; E N,j2>1; ce type de fraction continue se dit régulière (ou 
simple). Si € est un nombre rationnel réel, la discussion précédente montre 
que € possède alors un développement en fraction continue régulière finie de la 
forme 


n 
Ê— (bo; b1, bo, = bo + KC(1 :b;) 
Fi 


avec bp € Z,b; € N°, j > let bn 2 2. En effet, en reprenant notre discussion 
initiale, si € est un nombre rationnel non entier (si € € Z, on aura € = [é] et on 
écrit € = [bo]), £1 sera un nombre rationnel non entier, £ = p1/q1 > 1, p1 et 
g1 dans N* ; d’après la définition de &, on voit que 


avec 0 < p1—gq1d1 = g2 < qi ; si € est un entier le procédé s'arrête ; autrement, 


on aura É3 = p3/q3 avec 
O0 < q3 < 2 < q1. 


Puisque gq1, g2, ... est une suite de nombres positifs strictement décroissante, 
le procédé précédent doit se terminer avec un £n = bn, entier 2 2. 

Démontrons maintenant que la représentation en fraction continue régu- 
lière (finie ou infinie) est unique ; en effet, soit 


05: d]; mo J=: b, De 


deux représentations en fractions continues régulières de € € KR. Evidemment, 
bo = [é] = b( ; supposons que b; = b', te 1, Pic dl be 
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sont les réduites respectives des deux fractions continues concernées, on à alors 
CR PE De te tenue 


Ê£ = (bo; bi, °#0f bn, én41] = [b0: bi, sea be É = (bo; bi, ..) bn, Ca] 


On à ; 
_ AnËn+1 SF An-1 _ Anén+1 20 An—1 


Drome be 


N _#l “2 =. =. en: : 
d'où én+1 = É41 €t bn+1 = [én+1] = fén41] = VERRE Grâce à ce raisonnement 
par récurrence, on établit que b; = b: pour tout 7. 

En résumant les résultats de notre discussion, on peut énoncer ce qui suit : 
tout nombre réel £ s'écrit uniquement comme une fraction continue régulière 


£ = (bo; b1, bo, 1 


si Ë est un nombre rationnel, la fraction continue se termine avec un terme 
bn > 2 (à moins que £ soit un entier dans ce cas £ = [bo]) ; si € est irrationnel, 
la fraction continue contient une infinité de termes. 


Par exemple, si € = 1461/59, on obtient 
PTS EC 21r 


ce que l’on vérifie en faisant les divisions successives indiquées ci-dessous : 


59 59°’ 45 D E Ta 
14 DES 1 
dis = 
To ou. 


Vérifions que 


VI= 2 2 0e 


on à : 
Ve] = 1 et a mr 
donc b1 = [£1] = 2 et £2 = 1 d’où le résultat. 

Les fractions continues régulières sont très utiles pour la théorie des 
nombres ; elles donnent, en particulier, les meilleures approrimations ration- 
nelles pour un nombre (rationnel ou irrationnel) € € R dans le sens suivant : 
un nombre rationnel a/b (avec b > 0, a et b entiers) se dit la « meilleure ap- 
proximation rationnelle» pour 6 si 


SE 


pour tous les entiers c, d tels que 0 < d < b, a/bftc/d. Si é = [bp;"b1, b2 | 
et An/Bn est une réduite quelconque de la fraction continue régulière pour é, 
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alors An/Bn est la « meilleure approximation rationnelle» pour £ dans le sens 
indiqué ci-dessus ; on trouvera une démonstration simple dans le livre de Hardy 
et Wright (8 6.6.7) qui donne un exposé clair des principales propriétés des 
fractions continues régulières. 

Malheureusement, le développement en fraction continue régulière d’un 
nombre réel & est rarement connu complètement. Si £ est rationnel, on peut ob- 
tenir son développement en fraction continue régulière par le processus élémen- 
taire (appelé algorithme euclidien) de divisions successives indiquées dans 
l'exemple donné ci-dessus ; pour € de la forme N1/2 (N € N) le développement 
sera périodique, comme dans l’exemple de 21/2 ci-dessus ; cette propriété se 
retrouve plus généralement pour tous les nombres irrationnels qui satisfont aux 
équations quadratiques à coefficients rationnels. Un nombre simple comme 21/3 
peut être développé numériquement assez loin : 


HOME SL GALL 4 1.) 


mais dans l’état actuel de nos connaissances, on ne peut même pas affirmer si 
les termes dans son développement sont bornés on non ; on sait, par contre, 
que presque tout nombre € possède un développement en fraction continue 
régulière ayant des termes non bornés (presque tout dans le sens de la mesure 
de Lebesgue) ; c’est une proposition facile à établir (cf. Hardy et Wright). Les 
premiers termes pour le nombre 7 sont donnés par 


7 = (3; 7, 15, 1, 292, 1,1,..; 


les réduites sont 


3 22 331 355 103 993 
RS ET SON 02 


nous les avons copiées du livre d’Euler /ntroductio ; Euler souligne la propriété 
de la « meilleure approximation» de ces fractions en mentionnant en particu- 
lier 22/7 (le rapport d'Archimède) et 355/113. Métius : Ce dernier rapport est 
attribué à Métius : « Adrian Antoniszoon, vulgo cognomine Metius appellatus 
(1527-1607) » précise une note de l’éditeur Carl Boehm d’Euler, Opera Omnia, 
1-14, p. 197. Euler écrit dans /ntroductio : «355/113 diffère si peu du véritable 
que l'erreur n’est pas de 1/113 - 33102. Au reste, ces fractions sont alternati- 
vement plus grandes et plus petites que la vraie valeur » (d’après la traduction 
française de J. B. Labey, 1796). Euler utilise l'inégalité (6.110) et il se sert des 
propriétés décrites dans le paragraphe 6.8.7. La fraction continue régulière pour 
rm n’est pas complètement connue, contrairement à la fraction continue non ré- 
gulière de x/4 (formule de Brouncker-Wallis, 8 6.8.10). Les fractions continues 
régulières pour plusieurs nombres formés de e sont connues (depuis Euler) ; 
Euler donne par exemple (dans notre notation) 


— = (0; 1, 6, 10, 14, ...| ; 


418 Diverses représentations des fonctions holomorphes 


une formule que nous déduirons dans le paragraphe suivant. La fraction conti- 
nue régulière pour e est un peu plus compliquée : 


e 2 L2dLAT LE te | 


(noter que la fraction continue non régulière pour e donnée dans le paragraphe 
6.8.10 est plus simple). 


6.8.12 Fractions continues analytiques 


Supposons que les a, et les b, sont des fonctions holomorphes définies 
dans un domaine {2 de C telles que les réduites Pr/Qn de la fraction continue 


O0 
ill 


convergent (vers une fonction f) uniformément, localement dans f2. Puisque 
Pr/Qn est une fonction méromorphe dans 2, il est clair que f est aussi 
méromorphe dans {2. Inversement, une fonction méromorphe peut être repré- 
sentée par une fraction continue formée des fonctions holomorphes an et bn très 
simples ; nous illustrons cette affirmation par quelques exemples. 

Nous indiquons d’abord les calculs formels sans considérations des ques- 
tions de convergence. Soit 


f(z) = co + 12 + co2? +... 


où par simplicité nous poserons cg = 1 ; soit az”! le premier terme non nul 
de la série entière pour f (c’est-à-dire ©, = «1 £ 0 et c; = 0, j < 1, j # 0); 


alors 
7 ai"! 
CU f(x) 


où 


en écrivant 


on peut obtenir 


En continuant ce procédé on aura 


FDL PE + PI +4 RE 
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Si la fraction continue converge, on peut alors imaginer que la fonction f pos- 
sède la représentation en fraction continue suivante : 


V1 va 
FD = 14 PE + PE + 


De toute façon, on peut toujours associer formellement, en suivant le procédé 
indiqué, une fraction continue 1 + K;>1(a;2"3 : 1) à une série entière formelle 
1+c12 +:::, l'adjectif «formel» ayant le sens que rien n’est affirmé au sujet 
de la convergence ni de la série ni de la fraction continue ni même de l'égalité 
numérique des deux expressions lorsqu'elles convergent. Heureusement, dans 
beaucoup de cas, le procédé indiqué donne un résultat satisfaisant dans le sens 
que la fraction continue converge vers la valeur donnée par la série. 

Par exemple, si v] = 29 = ::: = 1 et a; — 0 lorsque 3 — ©, alors 
on peut démontrer que la fraction converge vers une fonction méromorphe non 
rationnelle dans € qui est égale à f dans un voisinage ouvert de z = 0 (rap- 
pelons que les a; # 0). Aïnsi, en partant d’une fonction f holomorphe dans 
un disque ouvert centré en 0, la fraction continue 1 + K;>1(a;z : 1) donne un 
prolongement méromorphe de f dans tout le plan, pourvu que les nombres an 
concernés existent et tendent vers zéro; si f est une fonction rationnelle, on 
peut démontrer que f s'écrit de façon unique comme 


f(z) = co + K (az il) 
ji 


avec les a; 0 et m un entier positif > 1. Par exemple : 


2 el Z 
fG)=1-2+2z > 
Æ Z 
EE 
1+2(1+23+:::) Pre 
E- 


+ + + A 
a 1 1 Î 


1+2z > ä Z 
One re | 


Nous donnons maintenant un exemple concret important du procédé in- 
diqué. Soit 


ou 


: 2. n 
) 


HS TENTE 


où s € C\ (—N) ; du critère de d’Alembert, on constate que le rayon de con- 
vergence de la série entière est oo de sorte que À, est une fonction entière pour 
chaque choix du paramètre s 4 (—N). Un petit calcul montre que 


het(e) = ho) = gg ls): 
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posons 


Alors on vérifie que 


DAS nn 


IDE SEE) 9s+1(7) 


on conclut (cf. la proposition citée ci-dessus) que 


__ 1, a/s(s+1)). 2/(s+1)s+2) 
D CS DS 


d’où l’on obtient (en utilisant (6.103) avec p1 = 8, p2 = (s +1), p3 = 


(see) 


Ce développement en fraction continue contient deux cas particuliers intéres- 
sants ; on vérifie que 


2? z? sin z 
h(-+) — COSZ, hp(-%) — > 


22 2? sh z 
ha(e) =, hp(e) =. 
Donc on obtient 


an(-+)=5 te 107 + EN + FE à 
7? UE ne 
HORS = na + pl + +. 


En utilisant (6.103) de nouveau avec pj = p2 = -:: — 2 et en multipliant 
ensuite par Z, On à 


En posant z = 1/26 dans la dernière expression, on a 
el/26 1/26 elle 7 12e, DPÈS URSE 
AVENANT) ne ds on i 
Rte md a 
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en utilisant (6.103) avec p1 = p2 = --: = 2(. En prenant(=1l,ona 
a ut 
Sn 0 De Eine Lu 
2 cp il 1 1 
CL ie 6 de 10 de 


PS DUR 

— ] 6 10 

e—] 1 1 1 

= A++ ns +200 16010 Re 2 A ee] 


qui est la fraction continue régulière d’Euler pour (e — 1)/2. Les fractions con- 
tinues pour tgz et thz étaient aussi données par Lambert (1760) qui en 
déduisait l’irrationalité du nombre x en raisonnant comme suit : si m et n sont 
des entiers > 1, alors on obtient 


et 


nue m/n)  m?/n?} moe 
on 3 6) 
: _ : m2 L m2? 
7 an on 
(en utilisant toujours (6.103) : p1 = p2 = --: = n). On en déduit que tg(m/n) 


(ainsi que th(m/n)) est un nombre irrationnel si m et n sont des entiers > 1 
sur la base des remarques suivantes : si 


= pd + pl + pl +. (a br Ne 
bi bo b3 


alors £ est irrationnel si bn > an, n > no ; Si 


ë = Res me + er M (LE CINE >A0) 


alors € est irrationnel si by > an + 1 pour n 2 no. 
Esquissons une preuve de la seconde affirmation ; il suffit de l’établir pour 
le cas où bn > an + 1 pour n > 1 ; si € est un nombre rationnel, alors € = A/B, 
À et B entiers, 1 À < B, car on vérifie d’abord que 0 < € < 1 en raisonnant 
comme suit : on à ” 2 >. 
hi hp SE in 


d’où par récurrence, on établit que 


a1 


ne 
1 
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— a2 Fe) .... 
re ed 


__®  _ À 
 b-6 B’ 


S) 


alors DE het 


6 


ë He eCen 75 
cu A a 


avec B) = À < B ; de même, on aura 


LR 
Ne ni 


avec B3 < B2 < B. Puisqu’on ne peut pas avoir une suite infinie d’entiers 
positifs strictement décroissante, on conclut que l’hypothèse de la rationalité 
de & est impossible. 

Si x était un nombre rationnel m/n (n > 1, m > 3), on aurait 0 = tgr = 
tg(m/n) ce qui contredirait l’irrationalité de tg(m/n) donc x est irrationnel. 
De même, les nombres 


He i emn/n _ ,-m/n 


n/  em/n _,.-m/n 


sont irrationnels si m et n sont de entiers > 1. En effet, on sait aujourd’hui que 
les nombres x et e sont transcendants (ce sont les nombres qui ne satisfont à 
aucune équation polynomiale à coefficients rationnels), ce qui est une affirma- 
tion beaucoup plus forte ; la transcendance de e a été établie par C. Hermite 
en 1873 et celle de x par F. Lindemann en 1882. 

Pour conclure ce paragraphe, il faut remarquer que le développement 
en fraction continue de g,(z) donné ci-dessus est un cas très particulier des 
formules de Gauss (1813) pour les fonctions de type 


F(a,b+1;c+1;2) 
HAN C-E) 


où Fest une fonction hypergéométrique (mentionnée dans le paragraphe 6.3.9) ; 
ces formules étaient généralisées ensuite de diverses manières (cf. [20, vol. 2]). 


6.8.13 Remarques sur les fractions continues 


Euler dans le dernier chapitre 18 de son célèbre livre (Introductio in 
Analysin Infinitorum, livre 1, 1748) écrit au sujet des fractions continues : « Car 
quoique cette partie ait été peu cultivée jusqu’à présent, je ne doute pas que 
l’usage n’en devienne très grand dans l’analyse infinitésimale. Quelques essais 
que j'en ai faits m’autorisent à le croire.» (traduction du latin en français par 
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J. B. Labey, 1796). Euler avait raison, en partie au moins ; les travaux des 
analystes des xIX° et xx° siècles ont montré la fécondité des calculs sur les 
fractions continues. Dans ce contexte, il faut mentionner le nom de Stieltjes 
dont nous présentons ici un théorème datant des années 1894-95. Soit 4 une 
mesure positive finie dans [0 , œ[ telle que tous ses moments 


O0 
en = | DE) 0 2 7 
0 


sont finis ; associons la série formelle S(z) donnée par 


Co C1 C2 
Z Ho; 


à la suite {cn} ; en procédant comme dans le paragraphe précédent, on peut 
associer à S(z) une fraction continue K(2) 


ee alé ve 

& 1 - il 

Stieltjes a démontré que les an > 0 si et seulement si K(z) provient d’une 
série formelle S(z) engendrée par une mesure y dont le support n’est pas fini 
(c'est-à-dire y(F°) > 0 si Fest une partie finie quelconque dans [0 , co) ; de 
plus, 4 est uniquement déterminée si et seulement si la fraction continue KX(z) 
converge pour z = 1 ; alors elle converge pour tout z € C \ R_ vers la fonction 


f où (x) 
no(dz 
= | D, zeC\R_. 


Si u est une mesure à support fini, alors f est une fonction rationnelle 


fa= NY 


2+x; 
j=1 ie, 


CNE 0 = 0e = 2): dans ce cales 
moments {cn} déterminent u uniquement et la fonction continue X(z) est une 
fraction continue finie (donc a; = 0 pour j > no). 

Le théorème de Stieltjes, que nous venons d’énoncer, résout le problème 
des moments : étant donné une suite de nombres réels {Cn }nen? quand peut- 
on affirmer qu’il existe une mesure positive y dans [0, [ telle que les cn sont 
les moments successifs de y ? Si u existe, est-elle unique ? 

Pour voir que la voie choisie par Stieltjes est assez naturelle, on peut 
considérer d’abord la fonction f associée à y (f s’appelle la transformée de 
Stieltjes de y) comme ci-dessus ; on démontre aisément que f est toujours 
holomorphe dans € \ R-. Si y possède tous les moments, on peut obtenir la 
série formelle S(z) en faisant une intégration terme à terme formelle : 


sos fi (-E+5 ee) at 
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où le signe & signifie une association formelle, sans aucune affirmation de con- 
vergence ou d'égalité numérique. Si l’on écrit 


a1/2 a)/2 a3/2 a4/z 
S œ PA res a PA + pl SL 50 0 
CS Re D 1 1 
a a a a 
SP + PA + PI + AU + 
8 1 5 1 
on s’aperçoit en faisant les calculs pour les coefficients a que an > 0 (si les 
Cn sont les moments d’une mesure positive 4 dans [0, oo{) avec an > 0 si et 
seulement si y n’est pas de support fini. Le théorème de Stieltjes est le résultat 
de l'effort fait pour établir la réciproque de ces affirmations ; Stieltjes avait 
introduit sa théorie d'intégration précisément pour résoudre le problème des 
moments. 


Les fractions continues peuvent être considérées comme une généralisa- 
tion commune des séries et des produits. Posons 


2 


to(2)=bo+2, tn(z) n>1; 


on peut alors vérifier que 


botio+.-0tn(0) = bo + pe] ++ An 
bi bn 


Mn), 7» > alors 
tooti10-:-0tn(0) = bg + bi + --- + bn ; 
Se (2)—= 0,2, 11 on aura 
tooti1o---0tn(0) = bob1 ::: bn. 


On peut donc considérer la théorie des fractions continues comme la théorie de 
la composition successive des fonctions komographiques 


az +b 
t — 
(2) cz + d 


que nous étudierons plus en détail dans le chapitre suivant ; en ce qui concerne 
les fractions continues, on vérifie que les fonctions homographiques spéciales 


t(2) 


nd 
B + 2 


suffisent pour donner toutes les autres compositions. Ce point de vue est dé- 
veloppé systématiquement dans [20, vol. 2]. 

Les fractions continues jouent un rôle important dans les calculs numé- 
riques ; grâce aux nouveaux algorithmes, on peut les utiliser efficacement : [20, 
vol. 2] donne des références précises à ce sujet. 
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Pour conclure, peut-être on peut donner raison à Euler complètement ; 
malheureusement, il y a peu d’exposés modernes sur le sujet des fractions con- 
tinues. La plupart des livres sur la théorie des nombres se contentent d’une 
introduction aux fractions continues régulières. Le chapitre 12 de [20, vol. 2] 
donne une introduction intéressante à la théorie générale des fractions con- 
tinues ; il démontre complètement le résultat de Stieltjes décrit ci-dessus et 
il donne des références aux ouvrages classiques sur le sujet, tels que ceux de 
Perron (1954-1957, 2° édition, en allemand) et de Wall (1948, en anglais). Dans 
son livre, C. Brezinski (History of continued fractions and Padé approrimants, 
Springer-Verlag, 1991) présente un historique détaillé avec une vaste bibliogra- 
phie. 

Pour finir ce chapitre, nous donnons un exemple d’une fraction continue, 
en apparence très simple, qui recèle des mystères touchant les domaines les plus 
divers de l’analyse : 


il ” 2 29 
OEM 
La fonction f est associée aux noms de Rogers et de Ramanujan (qui utilise 
la lettre q au lieu de z) ; au sujet de cette fonction, on peut consulter l’exposé 
moderne de G. E. Andrews (The theory of partitions, Addison-Wesley, 1976) ; 
voir aussi les remarquables ouvrages de B. C. Berndt (sect. 4.8) qui ont réussi 


à donner une présentation rigoureuse à une grande partie des formules mathé- 
matiques léguées par ce mathématicien extraordinaire que fut Ramanujan. 


CHAPITRE 7 


Applications conformes 


7.1 INTRODUCTION 


Dans ce chapitre nous étudions certaines propriétés géométriques des 
fonctions holomorphes ; le problème général consiste d'étudier w({2) lorsque 
est une fonction holomorphe dans un domaine #2. Un premier résultat (sect. 5.5) 
est que (2) est un domaine si @ est non constante. Nous étudierons ici 
(sect. 7.2) l’injectivité de 4 dans {2 et nous aborderons la question générale 
de caractériser le domaine w({2) en partant des propriétés de {2, 4 étant une 
fonction holomorphe injective dans 2. Lorsque {2 est un domaine élémentaire 
(on démontre dans la section 7.8 que ces domaines élémentaires sont exac- 
tement ceux que l’on appelle « simplement connexes») une caractérisation 
complète de w(f2) est fournie par le théorème de Riemann (sect. 7.7) : w(12) 
est homéomorphe à U, le disque unité ouvert. Ce résultat qui constitue un 
point culminant de ce chapitre, exige des préparations importantes qui sont 
rassemblées dans la section 7.6. Les sections 7.4 et 7.5 présentent les propriétés 
géométriques des fonctions holomorphes élémentaires ; elles sont importantes 
pour les applications pratiques ainsi que pour le développement théorique. Dans 
la section 7.3, nous revenons sur un lemme élémentaire (lemme de Schwarz) qui 
est d’une utilité remarquable dans ce contexte. À la fin du chapitre (sect. 7.9), 
nous indiquons les liens importants qui existent entre les problèmes étudiés 
ici et le problème de Dirichlet ; la section 7.10 contient quelques compléments 
d’information qui ne sont pas développés en détail. 


7.2 CONFORMITÉ 


7.2.1 Préliminaires 


Soient 71, y2 deux chemins réguliers dans € qui ont une intersection en 
un point a € €; sans perte de généralité nous pouvons supposer que 7; : 
[—-1,1] — C, j = 1,2, avec n1(0) = 92(0) = a et y;(t) £ 0, —1 <t < 1. 
Nous définissons l'angle orienté entre y1, 72 au point a comme égal à l’angle 
orienté entre les deux segments [0, +1(0)] et [0, 75(0)] dans C ; ce dernier 
angle orienté sera mesuré par le nombre complexe de module 1 égal à 


(w) 
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où l’on à posé 


Soit (2 une partie ouverte non vide de € ; une application holomorphe 
f:9 — Cse dit conforme au point a € {2 si pour deux chemins réguliers 
quelconques 1, y2 dans #2, passant par a, l'angle orienté entre 71 et 72 au 
point a est égal à l’angle orienté entre les chemins 91 et 32 au point f(a) où 


9j = f97%;,3=1, 2. 
7.2.2 Proposition (conformité des applications holomorphes) 


Soient 9 une partie ouverte non vide de €, f € H(N), a € A. Si f'(a) # 
0 alors f est conforme au point a. 


DÉMONSTRATION 
Soient 1, 92, Ÿ1, Ÿ2 comme auparavant avec 7;(0) = a, j = 1, 2; alors 
%4(0) = f'(3(0)) +5(0) = f'(a)#H(0), = 1,2, 


d’où 


can (0) 20 donc 


o) =" Co) 


REMARQUES. Notons que si f'(a) = 0, on aura %;(0) = 0, j = 1,2, et l’angle 
orienté entre 71 et %2 au point f(a) n’est pas défini si l’on adopte nos définitions. 
On peut, en fait, introduire d’autres définitions qui n’ont pas cet inconvénient 
mais le résultat auquel on arrive est le même : si f'(a) # 0, alors f préserve 
les angles et leurs orientations, si f'(0) = O0, ceci n’est pas le cas. L'intérêt 
d’une définition plus générale est qu’elle permet une nouvelle caractérisation 
d’holomorphie : si f est un homéomorphisme entre deux parties ouvertes non 
vides de € est si f préserve les angles et leurs orientations en chaque point, 
alors f est holomorphe. Nous n’aurons pas besoin de cette caractérisation ; la 
plupart du temps, nous utiliserons la conformité pour en déduire que l’image 
de deux droites perpendiculaires ou l’image d’une droite et d’un cercle qui 
s’intersectent orthogonalement donne des courbes qui s’intersectent aussi or- 
thogonalement. 


La proposition suivante dit que, pour une fonction holomorphe f, si f” #0 
alors f est localement une bijection et que la fonction réciproque est aussi 


holomorphe ; par contre, si f'(a) = 0 en un point a, alors f ne peut pas être 
localement bijective. 
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7.2.3 Proposition (théorème d’inversion locale holomorphe) 
Soit f une fonction holomorphe dans une partie ouverte non vide N de C. 


(i) Bijectivité locale : si a € 9 et f'(a) Z 0, alors il existe un voisinage 
ouvert V de a, V € 2, et un voisinage ouvert W de b = f(a) tels que f 
est une bijection entre V et W ; de plus, la fonction inverse de W dans 
V est holomorphe. 

(ii) Si a € N et f'(a) = 0,..., fK-1)(a) = 0, fK)(a) £ 0, k > 2, alors il 
existe un voisinage ouvert V de a, V C 9, et un voisinage ouvert W de 
b = f(a) tels que f(V)=W et pour tout w #£ b dans W, 


fl (w) = (2e C)= 0) 


contient exactement k points; en particulier, f n’est pas localement 
bijective. 

(iii) Posons f(N) = ND; sif: 0 — 0 est une application bijective, alors 
f'(2) # 0 pour z € et l’application g = f7! :  — N est holomorphe ; 
de plus, situ — (2), 9 (uw) —1/fi(e), ze 0 


DÉMONSTRATION 


(i) Soit B(a;r) un disque ouvert contenu dans {2 ; nous établissons d’abord 
l'inégalité suivante : si z, Ç sont dans B(a;r), z £ 6, alors 


Han 


de 


<M= sup |f(w)-f{a).  (7D 


fw—a|<r 


En effet, on a d’abord 
@-1Q- fo -0= [| {fu - a) av 
[6,2] 


car p(w) = f(w) — wf'(a) donne une primitive de la fonction intégrée, 
donc la valeur de l'intégrale sur le segment [C, z] est égale à p(z) — p(C) ; 
de cette formule intégrale on obtient (de l’inégalité principale pour les 
intégrales curvilignes) 


|F(z) — (0) — F'a)(z — OO] < Mrlz — 


ce qui donne (7.1). 

Puisque M, — 0 lorsque r — 0, on peut déterminer un ro > 0 tel que 
non seulement B(a ; ro) est contenu dans 2 mais que M,, < CE ce qui 
est possible car f'(a) £ 0 ; alors, si z, Ç (2 Z €) sont dans B(a; ro) € 9, 
on aura f(2) # f(C) car sinon (7.1) conduirait à la contradition 


| f'(a)| < Mrs < |f'(a)|. 
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Posons V = B(a;ro), W = f(V) ; on sait que W est un voisinage ouvert de 
b = f(a) (à cause du fait que f est une application ouverte, prop. 5.5.2) ; 
puisque f est injective dans V, f est une bijection entre V et W. Soit 
g:W — V Ia fonction réciproque de fe c’est-à-dire 


tin) =, wEeW, 1HCN= ne VE 


De ce qui précède, on sait d’abord que g est continue ; il reste à voir que g 
est holomorphe. En effet, si w, w + h sont dans W, h # 0, alors 


g(w + h) — g(w) Ca 


h OI) 
où €, z sont les uniques éléments de V tels que 
F(O=w+R, f()=w 


ce qui donne 
gfwu+h)=<, g(w)=7; 


puisque € — z lorsque h — 0 (à cause de la continuité de g), on a 


d’où l’on obtient l’existence de la limite et l’égalité suivante : 


 gw+h)-—g(w) _ , 
Dr —=— © — — ; 
h—0 h US + 
(ii) Du développement de Taylor de f au point a on sait que, pour z dans un 

disque ouvert centré en a, 


ee fn) (a)/(n!), 6e Ur one alors 


f(2) =b+ (2 - a)" (2) 
où 


3. 
Vi) = ER" 
Ck 


Puisque w(a) = 1 et que w est holomorphe dans un disque ouvert centré 
en a, on peut choisir un r > 0 tel que B(a;r) est contenu dans 2, 6 est 
holomorphe dans B(a;r) et 


[e(z) — 1 NE Em) 
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Posons 
h(z) = (2 0)e/F{o(2)} VF, 


alors À est holomorphe dans B(a;r) car Rew(z) > 0 (rappelons que çl/k 
est la valeur principale donnée par exp((1/k)1nC)) ; on a h(a) = 0 et 


ft) = bp) 2e Du nie (79) 
de plus, h'(a) # 0 car 


n'a) = {OV + (2 0) À à {o(e)} (2) 


d'ou cu 2 Ù 

De la partie (i) on conclut qu'il existe un voisinage ouvert V de a, 
V € B(a;r)et un voisinage ouvert de 0, que l’on peut choisir comme étant 
B(0;p), tels que À est une bijection (holomorphe) entre V et B(0;p): 
posons maintenant W — B(b:p#*) et démontrons que pour tout w € W 
avec w £ b, f-l(w) contient exactement k points. En effet, un tel w s'écrit 
Corine Hi DA G AVEC 


UE 
soient 1, ..., 6x les k racines distinctes de  : ei 0 7) lee Alor 
chaque (; € B(0;p) ; h étant une bijection entre V et B(0;p), on aura k 
nombres distincts z1, ..., 2; dans V tels que h(z;) = ;, j = 1,..., k. De 


(7.3) on conclut que 
HÉS OCA  ENE 


d'autre part, si z € V est tel que f(2) = w € W, w £ b, alors on vérifie 
à partir de (7.3) que RË(z) = € = (w — b) d'où h(z) = 6j pour un j et 
z = z;; au total, on a établi que si w € W et w # b alors 


O0) 2). 


(ii) Puisque f : 2 — 9 est une bijection, on conclut de (i) et (ii) que HOEAU 


pour tout z € #2; de plus, f étant une application ouverte, #2 est un 
ensemble ouvert et f est un homéomorphisme de sorte que si g = f7!, 
Q 9 — A est continue. De la démonstration de (i), on voit que g est 
holomorphe et que l’on a encore (7.2) Ceci achève la démonstration. + 


7.2.4 Remarques 


La bijectivité locale dans la proposition précédente (sous l’hypothèse 


f'(a) £ 0) aurait pu être démontrée directement en utilisant le théorème d’in- 
version locale de la théorie des fonctions réelles [9, chap. 4]. En effet, si u = Re f, 
v = Im f, l'application 


(x, y) (u(z, y), v(x,y)) 
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est continûment dérivable ayant pour jacobien 


ul.(a) u/,(a) 
Jin = (a) = aet [77 : |: 
Ô d v,(a) 
en utilisant les équations de Cauchy-Riemann, on voit que 


= {ul,(a)}? + {ol (a)}° = |f'{a)|* > 0 


ce qui garantit la bijectivité locale d’après le théorème mentionné. Notons que 
le déterminant fonctionnel J(a) est > 0, ce qui indique que la transformation 
concernée préserve le sens des parcours, ce que l’on sait déjà de manière plus 
précise à cause de la conformité de f. 


Si f :  — Cest une fonction holomorphe non constante, l’ensemble 
{z € 0 : F2) = 0} sera un ensemble discret dans  ; si a est un point 
de cet ensemble discret (donc au plus dénombrable) le comportement de f 
dans un voisinage ouvert de a est décrit clairement par (7.3) où À est une 
fonction holomorphe injective si l’on se restreint à un voisinage approprié de 
a ; on peut interpréter cette formule « géométriquement » en disant que, dans 
les coordonnées locales appropriées, la fonction f est essentiellement donnée 
par w w + b: on imagine simplement que les coordonnées nouvelles de z 
sont A(z), ce qui est justifié par le fait que h est (holomorphe) injective dans 
un domaine approprié. 


7.2.5 Formulation du problème principal 


Soient {, 9 deux ensembles ouverts non vides dans C. Une application 
bijective holomorphe f : {2 — {2 s’appelle une application conforme de 
A sur { (on dit parfois aussi isomorphisme de { sur (2); il est évident 
avec la proposition 7.2.3 que si f est injective et holomorphe dans 2 alors f 
est une application conforme de f? sur A = f(9) et que F7! D pics 
une application conforme de 9 sur f°. (L’appellation Re pour les 
fonctions holomorphes f telles que fl existe et est holomorphe semble devenir 
standard en allemand et en anglais ; ce sont donc exactement les applications 


que nous appelons conformes dans le présent ouvrage.) 


Le problème central de la théorie est le suivant : étant donné {2 et N, 
déterminer sl existe une application conforme de £2 sur 0 : si tel est le cas, 
on dira que {2 et {2 sont conformément équivalents (ou encore que {2 et 
{2 sont isomorphes). Un second problème concerne alors la détermination de 
toutes les applications conformes entre { et (1. 


Dans ce contexte, il faut remarquer que « être conformément équivalents » 
est une relation d'équivalence entre les ensembles ouverts non vides de C : 
tout ensemble ouvert est évidemment conformément équivalent à lui-même (on 
prend f(z) = z); on a déjà vu que si {2j est conformément équivalent à 
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alors {2 est conformément équivalent à {1 ; finalement, si {21 est conformé- 
ment équivalent à {2 et (2 est conformément équivalent à {3 alors 4 est 
conformément équivalent à {23 ; en effet, si f1 : {1 — 9 et fo : 2 — 3 sont 
les applications conformes concernées, alors f = f2 o f1 sera une application 
conforme de {21 sur f23. 

Notons par aut(f?) (automorphismes de {?) l’ensemble de toutes les 
applications conformes de {2 sur (2. Il résulte immédiatement de la discus- 
sion précédente que aut({2?) est un groupe (où la loi de multiplication est la 
composition des applications). On en déduit que si l’on connaît une application 
conforme f : {2 — {2 alors toute application conforme g : 92 — Q est de la 
forme g = ho f avec h € aut({?). Il suffit de prendre h = go f-1. 

Dans la suite on résoudra le problème central complètement lorsque 0 est 
un disque ouvert que l’on peut prendre comme U = 2 Az le 1} : on appelera 
U le disque unité (ouvert). 

Il est bien clair que deux ensembles ouverts ne peuvent être conformé- 
ment équivalents que lorsqu'ils sont homéomorphes ; le théorème de Riemann 
que nous démontrons dans la suite montre que si un domaine {2 £ € est ho- 
méomorphe à U alors {2 est conformément équivalent à U. Un analogue de ce 
théorème est déjà en défaut pour une couronne C(r1,r2) = {z re ARC ra}, 
O0 < r1 < r2 < ©; il est immédiat que C(r1,r2) est homéomorphe (même 
C®-difféomorphe, voir [9, chap. 3] pour la définition) à C(p1,p2) pour 0 < 
Pi < p2 < © quelconques car l’application 


2 
FA = ele), vb=e+b (>0 
où a > O0, b sont des nombres réels tels que 


p(r;)=p;, j—=1,2, 


établit une bijection continue (non holomorphe) entre les deux couronnes qui 
est un homéomorphisme ; nous laissons la vérification de cette affirmation en 
exercice ; par contre, les deux couronnes sont conformément équivalentes si et 
seulement si r2/r1 = p2/p1, et dans ce cas 


P1 
f(z) = a 

établit évidemment une application conforme de C{r1,r2) sur C(p1,p2). Le 
nombre À = r2/r1 s'appelle le module de la couronne ; pour la démonstration 
que deux couronnes de même module sont conformément équivalentes, voir [32, 
D 2028 ol pe 189/ 

Notons que € est homéomorphe à U mais que € et U ne sont pas confor- 
mément équivalents. En effet, on vérifie facilement que 


Z 


D EC, 


Vi+EE 
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établit une bijection continue (même de classe C'© mais non holomorphe) entre 
€ et U ayant la fonction inverse continue donnée par 


=] w 
JU) = = — 
VI = ul?” 
ainsi f est un homéomorphisme entre € et U. Mais il est impossible d’avoir une 


fonction holomorphe f : € — U qui ne soit pas constante (à cause du théorème 
de Liouville) d’où l’impossibilité de l’équivalence conforme de € et U. + 


w EU ; 


7.3 LEMME DE SCHWARZ ET SES CONSÉQUENCES 


Le lemme de Schwarz a été démontré dans l’exercice 12 (sect. 5.10) ; à 
cause de son importance pour la suite, nous le reprenons ici dans sa forme 
habituelle. 


7.3.1 Lemme de Schwarz 
Si f est holomorphe dans U, le disque unité ouvert, avec 
1(0)="0; [f(z)| < lpourze Ur, 
alors 


(i) [f(2) < |z] pour z EU ; 
(ü) |F'(0)| <1; 


si [f(C)| = |(| pour un Ç EU \ {0} ou si | f’(0)| — |; alors j(2)= 7 pourure 
tel que [ce] = 1. 


Rappelons brièvement la démonstration simple de ce lemme ; On pose 
g(z) = f(2)/z si z Z 0 avec g(0) = f'(0) et on vérifie que g est holomorphe 
dans U en notant que 

LL 
0 
HOUR EE Fr 

Si z est un point de U, on prend un r tel que |z| < r < 1 ; d’après le principe 
du maximum, 


d’où, en laissant r — 1, on a |g(z)| < 1, ce qui donne (i) et (ii). Si ON 
pour un (€ E U\{0} ou si | f/(0)| = 1, alors on a [g(C)| = 1 pour un Ç EU, c’est- 
à-dire un point € de U où |g| atteint son maximum : ceci donne la constance de g 
(toujours d’après le principe du maximum), c’est-à-dire g(z) = c, [CEE + 


Comme conséquence du lemme de Schwarz nous obtenons le théorème 
d’unicité qui suit. 
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7.3.2 Proposition (théorème d’unicité des applications conformes sur U) 


Soient f1, f2 deux applications conformes d’un domaine N sur U = 
{2 : |z] < 1}. Si fi(a) = fo(a) = 0 pour un a € , alors = cote), 
z € {2, pour un c tel que [c| = 1 ; si, de plus, fi(a) > 0, fi(a) > O (ou, plus 
généralement fi(a) = tf;(a) pour un t > 0), alors f1 = fo. 


DÉMONSTRATION 


Posons f(z) = f1(f5 !(z)), z E U ; alors f : U — U est une bijection 
holomorphe telle que 


f(0) = f1(27(0)) = Fi(a) = 0. 
D'après le lemme de Schwarz, on a 
| f(2)| 2e rEUr 
Le même raisonnement appliqué à f71 : U — U donne 
fr 'G)|<14, zeU; 


puisque 


on en déduit que | f(2)| = |z|, z € U, d’où (toujours d’après le lemme de 
Schwarz) f(z) = cz, z E U, pour un c de module 1. Ainsi, 


fi(f; ())=c, z2eU, 
d’où, en posant 6 = fn te), 
hi(Q =cft), Ce. 


Si, de plus, fi(a) = tf(a), on aura t = c d'où t = |c| = 1 et doncc=1. + 


7.3.3 Proposition (détermination de aut(U)) 


Une fonction f : U — U est une application conforme de U sur U si et 
seulement si f est de la forme suivante : 
z—a 


RO Cr 


où [al < 1 et |c| = 1 ; les paramètres a et c sont uniquement déterminés par f. 


DÉMONSTRATION 


Fixons a et € avec al < 1, |c| = 1 et démontrons que l'application don- 
née par f est une application conforme de U sur U. Il est évident que f est 
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holomorphe dans le disque ouvert B(0;r) avec r = 1/[a] > 1; si [z| = 1, on 
voit que 


(z—a)(z — a) ; 1+ al? — (za + az) - 
(1—az)(1—az) 1+/|al? — (za + az) 


2 


? 
[ff = 
d’après le principe du maximum, on conclut que 
ACER 


Si w EU, un calcul simple montre que f(z) = w si et seulement si 


selon la discussion précédente, |z| < 1. Aïnsi, la fonction f donnée est bien une 
application bijective holomorphe de U dans U ; on remarque que f(a) = 0 et 
nie ser 

Soit g : U — U une application conforme quelconque de U sur U ; alors 
il existe un unique a € Ü tel que g(a) = 0. On à déjà vu que 


à 


ni CU 


dns er 


est une application conforme de U sur U telle que w(a) = 0 ; d’après la proposi- 
tion précédente, on conclut qu’il existe un c de module 1 (évidemment unique) 
tel que g(z) = cy(z), z EU ; autrement dit, g est égale à f dela proposition. + 


REMARQUE. On note que les fonctions f € aut(U}) sont de la forme 


cr pi 


ces fonctions se disent homographiques ; elles jouent un rôle important dans 
les applications conformes des demi-plans et des disques. Nous étudierons ces 
fonctions dans la section suivante. 


7.4 APPLICATIONS HOMOGRAPHIQUES 


7.4.1 Préliminaires 


Les fonctions du type 
az + b 


cz + d 


f(z) = 


avec a, b, c et d dans C s’appellent les fonctions ou applications homogra- 
phiques ; on suppose toujours que 


ad — bc £ 0. 
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En fait, si ad — bc — 0, alors (a, b) = y(c, d) avec u € C*, à moins que (a,b) = 
(0,0) ou (c,d) = (0,0) et dans tous ces cas f(z) est constante ou non définie. 
Notons que si l’on remplace a, b, c et d par a! = Aa, b' = Àb, c = cet 
d' = Àd respectivement (avec À € C*), alors la fonction f ne change pas ; en 
choisissant À = 671/2, $ = ad — bc 4 0, on obtient des coefficients @/, b’, c! 
et d' qui donnent la même fonction f avec ad’ — b'c' = 1 ; il s'agit là d’une 
normalisation quelquefois utile mais que nous ne ferons pas systématiquement. 

Les fonctions homographiques s'appellent aussi les transformées de 
Mobius ; elles ont plusieurs autres appellations dans les différentes langues 
(linear transformations, bilinear transformations, fractional linear transforma- 
tions, etc., et leurs traductions). Elles interviennent naturellement comme des 
transformations projectives de la droite projective complexe ; pour cet aspect 
des choses, on peut consulter les livres de géométrie de Berger et de Frenkel 


(126); 
Soient A 7 
En onu me 502% 
f1(2) = crade f2(2) C2 + do ; 
on vérifie avec un petit calcul que 
az + b 
Ce AI ni 
où 
a b| |ai bi a2 2 
CCI CC. € dd} 
Puisque 


on en déduit que si 


alors 


f(g(2)) =2, g(f@)) =z: 


On écrira f = g_ ou g = Foi, 

Ces calculs montrent que les transformations homographiques forment 
un groupe où le produit de deux telles transformations f1, f2, est pris comme 
la composition f1 o f2. Pour donner un sens complet à cet énoncé (et pour 
beaucoup d’autres raisons), il est utile d’adjoindre un élément co (appelé point 
à l’infini) à C et considérer les transformations homographiques comme des 
bijections de 


1 


€ = CU {co} 


dans lui-même ; ainsi, si 


438 Applications conformes 


on pose 


f(-<)=o, fo)="= lim (2) 


[21-00 
sic £0;sic= 0, on pose f(00) = co. On peut identifier € avec la sphère unité 


S? dans R° en faisant une projection stéréographique du pôle nord (0,0,1) 
de 5? sur € = R? considéré comme le plan équatorial ; plus précisément, 


s? = {(x, y, u) ER :z? +y? +u? =} 


zx +1y 2 
z=o(myu)= er, (vu) E ST. 


L'application a : $? \ {(0,0,1)} — © est bijective et continue ; en effet, on 
vérifie aisément que 


1 3 = Z 

1 - 2 

go (a) =————|(2+2z, ——,}zf —-1 

= pres (+ EE LP -1) 
2 D 7 = 

en observant que, si ° +y*+u* = 1, 

2 gl+g  l1+u 

He oni=: 


ZT +1y 
l—u 


2 
1 = 


d'ou —(||22 1)/(1z/? + 1) etc. Ceci établit la bijectivité affirmée ; la con- 
tinuité de ©, ainsi que celle de ao}, est évidente; autrement dit, o est un 


homéomorphisme de 52? \ {(0,0,1)} sur C. En posant 
(0 D) = cr 


on aura une bijection de S? sur C : on définit une topologie sur C en exigeant 
que cette bijection soit un homéomorphisme. Pratiquement, ceci veut dire que 
toute les relations limites dans € peuvent être traduites précisément en passant 
aux relations correspondantes (via ol) dans S : ainsi, si 2n € C, n = 1,2,..., 
lim 2 =00<— lim a (2) =(0,0,1) 
TN — CO N— 00 
ce qui est équivalent à limn_, |Z2n| = © (cette dernière écriture étant celle de 
l'analyse réelle). Nous ne développerons pas ici cette notion topologique dans 
C : elle nous sera importante dans le chapitre suivant. 

A cause de l'identification de € avec Son dit aussi que C est la sphère 
de Riemann ; d’autres terminologies pour € sont «le plan complexe étendu 
(ou fermé)», «la droite projective» (notée P1(C)), etc. 

On peut définir la notion de fonction holomorphe f : CC généralement 
(ce que nous ferons dans le chapitre suivant) ; ici nous dirons simplement que 
les fonctions homographiques f sont des bijections de C telles Que et 0 
sont continues ; en fait, elles sont holomorphes, mais cette caractérisation exige 
la précision de la définition de l’holomorphie dans C. 
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7.4.2 Propriété géométrique des applications homographiques 


Une application homographique transforme une droite ou un cercle à une 
droite ou un cercle. 


(Une droite peut devenir un cercle ou rester une droite et un cercle peut 
devenir une droite ou rester un cercle ; on considère oo comme un élément de 
toutes les droites.) 


DÉMONSTRATION 


Soit 


sic£0,ona 


ebsic— (0 on 


On constate que f est la composition de trois types de fonctions : 


(UE TEE ES 
(i)zmiz,teC*; 
(ii) z2+ 1/z. 


Une fonction du premier type donne une translation par t ; une fonction 
de type (ii) est une rotation autour de l’origine d’angle argt (2 + (t/|t|}z) 
suivie d’une homothétie de centre l’origine et de rapport [t| (z+ {t{z) ; l’appli- 
cation z + 1/z correspond à une inversion par rapport au cercle unité centré 
à l’origine (z ++ z/|z[?) suivie d’une symétrie par rapport à l’axe réel (2 + Z). 
Puisque chacune de ces opérations possède la propriété énoncée, f l’aura aussi. 
Pour faire une vérification analytique, on se rappelle qu’une droite ou un cercle 
est décrit par (8 1.2.5) 


{z2:a27+B2+87+7=0} 


avec a, ER BEC, [8]? > ay; le passage à Ç = z+t ou tz ou 1/z conserve 
la forme de l’équation qui décrit l’ensemble. Ainsi, Ç = 1/2 donne l’ensemble 
transformé comme 


{C:3CC+BC+BÈ+a = 0}. + 
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REMARQUES. On voit que sous l’application z + 1/z, on aura les transforma- 
tions suivantes ; soit L'un cercle ou une droite, T° sa transformée : 


T cercle, 0#T (040,740) — T cercle, Oh 

IDE NEA =) — Î droite, OéT 

T droite, 0€ T'(æa=0,y=0) — l'éroite, 0e F 

T droite, 04 (a=0,y#0) — L'cercle, DEF. 
( 


On en déduit que sous l’application z + f(z) avec c £ 0, on aura les transfor- 
mations suivantes : 


T cercle, en é I — T cercle 
c 


T cercle, ee En idroie 
€ 


T droite, sé ET — [droite 
c 


T droite, si EI cercle. 
c 


Lorsque c = 0, f est une fonction affine et [est une droite (un cercle) si l'est 
une droite (un cercle). 

Il est utile de remarquer que si [1 est une droite ou un cercle et T3 de 
même, alors il existe une fonction homographique f telle que f(11) = T2. Pour 
démontrer ceci, il suffit d'établir que pour un cercle ou une droite T° donné, il 
existe une fonction homographique g telle que g(1”) = R=RU {oo} ; alors si 
9315) =R, j = 1, 2, g1 et g2 fonctions homographiques, alors f — Co o g1 est 
une fonction homographique telle que f(11) = 12. Pour trouver g, supposons 
d’abord que Î” est une droite donnée par l’équation paramétrique 


z—a=tc, tER(aeC,ceC*); 


alors g(z) = (z — a)/c donne une fonction homographique telle que g(T°) = R. 
soit l’ le cercle de centre a et de rayon r ; les points z de T° sont décrits par 
lz— al =r; si g(z) = (2 — a)/r, alors la fonction homographique g1 est telle 
que g1(1°) = C où C est le cercle unité { : [6| = 1} ; posons 


12+1 
g2(z) = - 


à z—]1l 


et vérifions que g2(C') = R. Puisque g2 est une fonction homographique, on sait 
que g2(C) est une droite ou un cercle ; en l'occurrence, c’est une droite (car 
g2(1) = ©, 1 € C') déterminée par les deux points 


g2(—-1)=0, ga(i) = —1 


ce qui donne R. Donc g = g2 0 g1 est une fonction homographique telle que 
JUN er 
g(T) = g2(gi(T)) = g(C) =R. + 
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On vérifie que En ou 


hk transforme la droite réelle dans le cercle unité. On dit que h est la transfor- 
mation de Cayley ; nous aurons l’occasion de reprendre cette transformation 
dans la suite. 


7.4.3 Propriétés analytiques des fonctions homographiques 


Soit 
az +b 


on ad—bc£0; 


on sait déjà que f est injective et on vérifie sans peine que f est une bijection 
holomorphe entre C\{—d/c} et C\{a/c} sc£0;sic=0, f:€C— Cest une 
bijection holomorphe ; de plus, si c # 0, 


En particulier, f est toujours une application conforme soit de € sur € soit de 
C\{-d/c} sur C \ {a/c} ; dans le second cas, on dit que f est une application 
conforme de € sur C avec f(— d/c) = ©, Ce ) = a/c. Précisons la notion 
d’une application conforme f de C sur C : f est un bijection de C sur € ; 
f(oo) = co, alors on exige que f soit holomorphe partout dans € ; si f(p) = co, 
p € C, et f(o) = q € C,:alors on exige que f soit holomorphe dans € \ {p} 
avec p un pôle pour f et f(z) — q lorsque |z] — 00. 

La proposition suivante établit qu’une application conforme de C sur C 
est nécessairement une application homographique. 


PROPOSITION 


Toute application conforme de € sur € est donnée par une fonction homo- 
graphique du type f(z) = az + b, a # 0. Toute application conforme € sur C 
est donnée par une fonction homographique. 


DÉMONSTRATION 


Soit f : € — C une application bijective et holomorphe ; puisque f est 
une fonction entière, 
= » Ci eC; 


n>0 
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si f n’est pas un polynôme, la fonction g donnée par 
1 + 
HA HE) 260" 


aura une singularité essentielle au point z = 0 ; en posant V = {z:|z2| < 1}, 
W = {z:/2| > 1}, on observe d’abord que f(V) et f(W) sont des ensembles 
ouverts non vides qui sont disjoints à cause de l’injectivité de f ; donc 


00 = Aer 


Or d’après le théorème de Casaroti-Weierstrass (prop. 3.6.6), g(V) CC cequi 
entraîne que {f(V)}° = C, d’où f(V) = Ÿ ; ceci est une contradiction. Mainte- 
nant, un polynôme non constant f qui est injectif doit être nécessairement de 
degré 1 car si le degré de f était n > 2, on aurait des points z tels que f/(z) = 0, 
contredisant l’injectivité de f. Ainsi f(z2) est de la forme az + b, a Æ£ 0. Soit 
Ji: C — C une application conforme ; si f(oo) = oo on aura le cas précédent ; 
sinon, il existe p € C et q € C tels que f(p) = ©, f(o) = q dans le sens que 


lim f(z)=9 


12100 
et p est un pôle de f. En passant à 
g(2) = f(z+p) —g 


on aura g : © — € une application conforme telle que Ses ee) 00 
posons h = 1/9; puisque 


lim A(z) = 0 
2z—0 


on peut considérer À : € — € comme une application holomorphe bijective 
avec h(0) = O, [h(z)| — lorsque [2] — oo. De la première partie de la 
démonstration, on déduit h(z) = az (a # 0) d’où 


ce qui est une fonction homographique. + 


7.4.4 Fonctions homographiques et birapports 


(A) Une fonction homographique différente de l'application identité possède 
au plus deux points fixes dans C. 
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DÉMONSTRATION 

Soit 
a£ + 
ét ai 


Pre 


si c À 0, les points fixes sont donnés par la solution de l’équation f(z) = z dans 
C, ce qui donne l’équation quadratique 


cz? + dz = az +b 


qui ne peut avoir que deux solutions au plus dans €. Si c = 0, on a f(z) = az+8, 
a = a/d, 6 = b/d avec (a, 8) # (1,0) car autrement f(z) = z ; les points fixes 
sont alors oo et z = B/(1 - &). + 


(B) Si f et g sont deux fonctions homographiques telles que f(z;) = g(;) 
pour trois points distincts 21, 22, z3 de a DONS 4. 


DÉMONSTRATION 


Posons F = g-lof ; Fest une fonction homographique telle que F(z;) = 
zj, 3 = 1, 2,3; d’après (A), F est l'application identité d’où f = g. + 


(C) Soient z1, 22, z3 trois points distincts de C ; alors il existe une unique 
fonchion homographique. f telle que f(z1) = 1, f(z2) = 0'et f(z3) = 00 
données par la formule suivante : 


Z—29 2] —23 


berne (7) 


REMARQUE. Siz, z1, 29, z3 sont quatre points distincts de C, alors f(z2) définie 
par (7.4) est exactement le birapport défini dans le paragraphe 1.2.5. Si un des 
points est co, on définit le birapport par un passage à la limite dans (7.4) ; 
ainsi, 


21 — 23 nn” 
[oo, 21; 22; z3] = [z, OO, 22, z3] =: 

21 — 22 Z — 23 

nc: 2 on 2) 
[2 21, CO, 23] == ; EE 21; 22, ee] — . 

B = 5 21 — 22 


Si z est égal à un des z; dans (7.4), on calcule 
[z, 21, 22, 23] = lim (6, 21, 22, 23] ; 
(—2; 
ainsi el 20-001) CS Dourcedermer. on 2 


2 Ne 
z3) = lim — = © 
J(e3) C2 21 — 22 


L'unicité de f est une conséquence de (B). + 
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(D) Soient (z1,22,23), (w1,wo,ws) deux triplets de points distincts de € ; 
il existe une unique fonction homographique f telle que f(z;) = w;, 
1-12 

DÉMONSTRATION 


D'après (C) il existe des fonctions homographiques f1 et f2 telles que 


1, fi(z2)=0, fi(zs) = co 
fotui) =1, fotw2) =0, fo(ws) = © ; 


Alors ju — An o f1 est une fonction homographique voulue dont l’unicité est 
garantie par (B). + 


(E) Invariance des birapports 
Si 21, 22, 23, za sont quatre points distincts de € et f est une fonction 
homographique, alors 


Pre Ale) eme 


DÉMONSTRATION 


Posons g(z) = [z, 22, z3, z4] ; de (C) on obtient que g(z2) = 1, g(z3) = 0, 
g(z4) = co. Ecrivons w; = f(z;), 1<j <4; si hk=go fl, on constate que 
k(w2) = 1, h(ws) = 0, h(w4) = co. D’après (C) on a 


k(z) = [z, wo, w3, wa] ; 
donc 


Lu, wo, w3, wa] = Au) = g(z1) = (21, 2, 73, 24]. + 


REMARQUE. On peut aussi vérifier l’invariance des birapports par un calcul 
direct ; si f(2) = (az + b}/(cz + d) on vérifie d’abord que 


d 
[f(z1), f(z2), f(z3)] = (21, 22, za] = : d 
où 
rec 


est le rapport défini dans le paragraphe 1.2.5 ; puisque 


[21, 22, 23] 


[21, 29, 73, 24] = ; 
[ei 22] 


on obtient l’invariance signalée. 
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(F) Quatre points distincts 21, 29, 23, z4 de € sont sur une même droite T 
ou sur un même cercle T° si et seulement si le birapport [z1, 22, 23, 24] 
est un nombre réel. 


DÉMONSTRATION 
Posons f(2) = [z, 22, 23, 24] ; d’après (C), f est une fonction homogra- 
phique telle que 
f(z2)=1, f(z3)=0, f(z4) = 00. 


Supposons que les quatre z; sont sur un même l' (cercle ou droite) ; alors 
F(T)=R (8 7.4.2) ; en écrivant w; = f(z;), 1 < j < 4, le birapport 


[uw , w9, w3, w4] = [uw , 1E 0, co] = li € R ; 


d’après (E), le birapport [z1, 22, 23, 24] est égal à [u1, w2, w3, wa] et donc est 
réel. 

Supposons que le birapport [21, 22, 23, 24] est réel; si 29, 23, 24 sont 
colinéaires soit 1” la droite déterminée par 22, 23, 24 ; sinon 22, 23, 24 détermi- 
nent un unique cercle l'; on sait alors que f(1°) est la droite R (oed 2) ei 
f(a1) = w1, linvariance des birapports (E) donne 


WIR [uw:, l,, 0, co] = re 29, 73, za] ER 
d’où on obtient 21 = fu) € l’, c'est-à-dire que les quatre z; sont sur 1”. + 


REMARQUE. Si dans (F) un des z; est co (par exemple z4 = oo) l'énoncé reste 
juste dans la forme suivante : [21, 22, 23, oo] est réel si et seulement si 21, 22, 
z3 sont colinéaires. Mais ceci est évident du fait que 


21 — 23 
F4, 29, 23, co] = . 
29 — 33 


7.4.5 Applications conformes des demi-plans 
(1) Soient 
D={2EC:Imz>0} (demi-plan supérieur de C) 
DCE NEStemnEemec) 


Toute application conforme de D sur U est donnée par une fonction 
homographique de la forme 


2 — ©? 


fG)=c 


Zz—@ 


où c, @ sont des constantes complexes telles que |c| = 1, Ima > 0. 
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DÉMONSTRATION 
Considérons d’abord la fonction homographique g donnée par 


6 — (Of 


QE 
où @& est un point de D. Puisque, pour z € KR, 
[5 — al =|x- a 
on voit que [g(x)| — | sir ER, donc 
g(R)=C={w:|w| =1} (le cercle unité) 


où R = RU {o}. Soit D_ le demi-plan inférieur (Imz < 0) dans C; il est 
évident (géométriquement et analytiquement) que 


| Re sizeD,aeD 
za 
>|z2-a sizeD_,aecD 


car si & € D, @ € D_. On conclut que 


CBI TRE CN 


puisque » _ . 

CRD AUS Ce EAU ACER S 
CL C — C est une bijection telle que g(R) = C, on voit que g(D) = U, 
g(D-) =. 


Soit f une application conforme quelconque de D sur U ; alors il existe 
un unique @& € D tel que f(aæ) = 0; puisque f et g sont deux applications 
conformes de D sur U telles que f(æ) = g(a) = 0, on conclut (prop. 7.3.2) que 
fG)= ce) ED) pourun erelque eu: + 


REMARQUE. Avec a = à et c = 1, on retrouve la transformation de Cayley 
($ 7.4.2). 


(2) Si f € aut(D), D étant le demi-plan supérieur de €, alors f est donné 
par une fonction homographique de la forme 


_az+b 


JO a, b, c, d réels, ad — bc > 0. (eo) 


Toute fonction f de la forme (7.5) donne une application conforme de D 
sur D. 


DÉMONSTRATION 


Etablissons d’abord que si f € aut(D) alors f est nécessairement de la 
forme C' o g2 Où g1 et g2 sont des applications conformes de D sur U ; en 
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effet, si f € aut(D) et si g1 est une application conforme de D sur U, alors 
g2 = g1 0 f est aussi une application conforme de D sur U et f = 1 Ce 
d'autre part, si g1 et g2 sont des applications conformes de D sur U, il est 
évident que f = g, © g2 donne une application conforme de D sur D, c’est-à- 
dire f € aut(D). De ce fait et de la description des applications conformes de 
D sur U donnée dans (1), on conclut qu’une application conforme f de D sur 
D doit être une application homographique telle que f(R) = R car 


CR) = 93 *(g2(R)) = 9, !(C) = À = RU {00} 


où C'est le cercle unité. Or toute application homographique f telle que f(R) = 
R s'écrit de la façon suivante : 


a: 
D 


F2) 


avec à, b, cet d réels, ad — bc £ 0 ; on peut démontrer ceci directement ou en 
utilisant (C) et (7.4) (8 7.4.4) en choisissant trois points distincts 21, z2, 23 de 
R tels que f(z1) = 1, f(z2) = 0, f(z3) = co. Pour qu’une telle fonction f ait la 
propriété f(D) C D, il est évidemment nécessaire que f(i) € D ; or 


Re (2) RE 


ci+d) c?2+d2 
d’où f(i) € D siet seulement si ad—bc > 0. Vérifions maintenant que f(D) = D 


Sifhest de la formellto) Si — (2), onvoit que w— f{7) à cause dufait 
que &, b, cet d sont réels ; un petit calcul montre que 


- ad — bc ne 
CEE Co) 
lez + dl 
d’où 
W — © ad — bc 
RU in 
21 cz + d] 


Cette égalité montre que si z € D, alors w E Det siz € D_ = {z2: Im z < 0}, 
alors w € D- dans le cas où ad — bc > 0. Puisque f est bijective de € sur € 
et C=DUD_UR (réunion des ensembles deux à deux disjoints), on conclut 
que f(D) = D, f(D-=) = D= (car on sait déjà que f(R) = R). + 


7.4.6 Remarques 


Soit À un demi-plan ouvert quelconque dans € déterminé par une droite 
T. Démontrons que toute application conforme de À sur le demi-plan supérieur 
D,Imz > 0, est donnée par une application homographique f telle que CR) = 
R. En effet, il existe une application homographique g telle que g(1”) = R; si 
a € À, on peut choisir g telle que & = g(a) € D (sinon on prend l’application 


448 Applications conformes 


homographique —g). Si 8 € À, alors B = g(B) € D, car sinon B € D- (notons 
que B & T' de sorte que B # R) et l’image du segment [a, 8] dans À (qui est 
un segment ou un arc de cercle ayant des extrémités &, B) croisera R donnant 
ainsi un point p de À tel que g(p) € R, ce qui est une contradiction. Le même 
raisonnement donne que si 8 € A- (le demi-plan ouvert complémentaire de À) 
alors f = g(8) € D- ; puisque g est une bijection de € sur €, on a g(À) = D, 
g(A-) = D_.Si f est une application conforme quelconque de À sur D, en 
est une application conforme de D sur D ; donc f og”! = h est une fonction 
homographique, d’où f = h o g est homographique. On en déduit que 


Pa 


(0) = QU) = it) 


Notons que nous avons aussi établi qu’une transformation homographique f 
telle que f(A) = D a la propriété f(A_) = D_, f(T)=R. 

On déduit de ce qui précède que si À, À’ sont deux demi-plans ouverts de 
C déterminés par les droites respectives T', 1" alors À et À' sont conformément 
équivalents et toute application conforme de À sur À! est donnée par une appli- 
cation homographique f qui possède automatiquement la propriété f(T) = l" 
et f(A_-) = A! où A- et A! sont les demi-plans ouverts complémentaires 
de À et À! respectivement. Il suffit pour la démonstration de considérer les 
applications conformes entre À et D d’une part, 4’ et D d’autre part. 


On peut démontrer de même l'énoncé suivant : soient À, À’ des demi- 
plans ouverts ou des disques ouverts déterminés par l', 1" (droites ou cercles) 
respectivement ; soient À_, 4’ les domaines complémentaires correspondants. 
Alors À et À’ sont conformément équivalents et toute application conforme de 
À sur À! est donnée par une application homographique f ; f possède automa- 
tiguement la propriété 


MOMIE) "212" 


Pratiquement, pour déterminer f, on choisit d’abord une transformation homo- 
graphique g quelconque telle que g(1”) = I" ; ceci peut se faire, par exemple, 
en utilisant (C) et (D) du paragraphe 7.4.4. Si pour un à € À, g(a) € A!, alors 
g(4) = A’ et g(A_) = 4!_ et on à une application homographique voulue. 
Sinon, g(æ) € A'_ et on aurait g(A) = A! et g(A_) = À! ; alors f = o og don- 
nerait l’application voulue où a est l’application homographique «symétrie par 
rapport à [”» étudiée dans le paragraphe suivant. Dans ce paragraphe, on don- 
nera une méthode plus simple : on prend un point z1 € l'et un point w1 € ["; 
ensuite on prend 22 € À, w2 € À’ quelconques ; soient z3 € A_, w3 € A! 
les points symétriques de 22, w2 respectivement, par rapport à l'et [”;0on a 
alors une unique fonction homographique f telle que f(z;) = w;, j = 1, 2, 8, 
qui est l’application conforme telle que f(A) = 4', f(A_) = A!, f(T) = I”. 
La notion des points symétriques et leur utilisation seront expliquées dans le 
paragraphe 7.4.7. 
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Différents auteurs définissent le birapport de quatre points 21, 22, 23, 24 
différemment; ces différentes définitions correspondent au calcul de 
Loti} Zo(2)» 2(3) Zÿ(4)] (dans notre notation) pour une certaine permutation 
a de {1,2, 3, 4}. Rappelons que d’après l’exercice 16 (8 1.2.7), ces permuta- 
tions changent notre birapport p en p-! ou 1 — pou (1 — p)" er 1) 


ou p(p = 1) ; ces changements n’affectent pas les propositions données ici. 


7.4.7 Fonctions homographiques et symétrie 


Rappelons d’abord la notion géométrique de deux points p et q symé- 
triques par rapport à une droite ou un cercle 7”. Si l'est une droite et si p et q 
sont deux points équidistants de T° situés de part et d’autre de 1”, alors on dit 
que p, q sont symétriques par rapport à 1”. Si l'est un cercle de centre 29 et 
de rayon À, on dit que p, q sont symétriques par rapport à Î'si p, q sont situés 
sur la même demi-droite émanant de 29 avec le produit de leurs distances à 20 
égal à R?. Nous formulons d’abord ces définitions géométriques analytiquement 
pour montrer que l’association de p à son point symétrique q par rapport à L” 
peut être donnée par une fonction homographique. Nous montrons sur la figure 
7.1 la description géométrique. 


Fig. 7.1 
Soit L'une droite dans € passant par un point zg € € ayant une direction 
donnée paré € C, |é| = 1 ; alors l’équation de I” sera 
nv 


m =); 7.6 
I £ (7.6) 


Si p é l', posons ; 
g=20+(Pp—70)€ ; 


il est évident que 


= _ : q — = 
= zol = Po æ Zo| = [pô ne zo|, Im = Im(p — Zo)é — DT 
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car £ = 1/6 ; la seconde relation dit que p et q sont situés de part et d’autre de 
T. On vérifie analytiquement sans peine que : 


(a) (p+a)/2ET, 
(b) |z — p| = Îz — q| pour tout ze I", 


) 
(c) Re(p — q)£ = 0; 


le sens géométrique de (a) et (b) est évident ; (c) signifie que la droite passant 
par pet qg est perpendiculaire à 1”. Posons 


cr(p) == Zo + (p — 20) (en) 


avec or(p) = psipe€ L'; il est évident que or est une application homogra- 
phique ; on vérifie aussi directement que si p = 20 + té, t € R (c’est-à-dire si 
p € TL”) alors la formule pour or(p) donne p. Ainsi, le point symétrique q de 
p par rapport à la droite Î' est donné par cr(p); on en déduit analytique- 
ment que si q est le point symétrique de p par rapport à Î' alors p est le point 
symétrique de q par rapport à 1”. 

Soit l' le cercle d’équation 


ele à 


de centre 20 € € et de rayon R > 0. Sip é Il’, p £ 20, posons 


R2 
Eire. 
P — 20 


on vérifie immédiatement que 
(ga — 20)(5 — 2) = R° 


d’où 


9 1 
la — zollp — zol = R°, arg(q — zo) = arg G —) = arg(p — 0) 
ce qui correspond à avoir (q— 20) = t(p— 20), t = R?/|p— zo| > 0. On constate 
analytiquement les affirmations suivantes : 


(a) si {p — zol < R, alors |q — 20] > R et si [p — 20] > R, alors |q — 20] < R: 
(b) pour z el, 

HU 
= À 


(7.8) 


où Tr = |20 — p|. 
Pour (b) on fait les calculs suivants : 
2 2 
2 pl" = | - 20) - (p— 20)| 
2 2  — 
= |z = zo| Ip — zo| Nm 7) 
nn cr z0)(P — Zo) ; 
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de même, 


Pe al 2 |” + ie z0|° Ro) ) 


9 2 
= À Le IQ) 
DE 
RE EE . R? 
is 2 7 Re(z- #52) = > |2-p/", 


ce qui donne (b). Posons 


Re? 
D — 20 


ar (p) = q = 20 + (7.9) 


avec or(z0) = © ; alors or(p) = D si p € T, ce qui se vérifie directement avec 
(7.9) en posant p = 29 + Ré avec ££ = 1. Ainsi, le point symétrique g de p par 
rapport au cercle est donné par or(p) où or est la fonction homographique 
donnée par (7.9) ; on en déduit que si q est le point symétrique de p par rapport 
à Î”, alors p est le point symétrique de q par rapport à [”. 

L’invariance du birapport sous les applications homographiques entraîne 
que pour 21, 22, z3 trois points distincts de T (un cercle ou une droite), on a 


[p, 21, 22, za] = [q, 21, 22, 23] (7.10) 


dès que p et q sont deux points symétriques par rapport à T°; en effet, en écrivant 
o = or, on à o(p) = G, o(z;) = Z;, j = 1, 2, 3, d'où 


fé 2er AIS rc el 


ce qui donne (7.10). Inversement, si p et q satisfont à (7.10) pour un choir de 
21, 22, 23 distincts sur T (avec p £ q, p, q € T'), alors p et q sont deux points 
symétriques par rapport à T. En effet, on sait que (8 7.4.4(C)) 


HAE, #1 40. A 


donne une fonction homographique ; si p et q satisfont à (7.10), on aura f(p) = 
f(a) ; de même, si P est le point symétrique de p par rapport à 1”, on aura aussi 


(par ce qui précède) f(p) = f(p) ; donc f(q) = f(P) d'où q = p. + 


Nous démontrons maintenant une propriété importante des applications 
homographiques par rapport à la symétrie. 

Soit f une fonction homographique ; soit lun cercle ou une droite dans 
C avec L = f(T). Supposons que p et q sont deux points distincts de C avec 
? = f(p), 4 = f(q) ; si pet q sont symétriques par rapport à l?, alors p et q 
sont symétriques par rapport à l. 
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DÉMONSTRATION 


On peut supposer que pet q ne sont pas sur L'; si p et q sont symétriques 
par rapport à I’, on a (7.10) pour un choix quelconque de z1, 29, z3 distincts 
dans 1”. L’invariance du birapport sous une application homographique f donne 
que 

[p, 21, 22, 23] = [B, w1, wo, ws] 


[g, 21, 29; z3] = [g, wW], W), w3] 


où w; = f(z;), j = 1, 2, 3; grâce à (7.10), on en déduit que 


[(p, W], W), w3| = (g, w], w), w3] 


ce qui démontre que p et q sont symétriques par rapport à [' à cause de la 
caractérisation des points symétriques établie ci-dessus. + 


REMARQUES. Le passage d’un point donné à son point symétrique par rapport 
à un cercle l's’appelle une inversion par rapport au cercle 1”. Il y a une vaste 
littérature géométrique sur l’inversion par rapport aux cercles ou aux sphères 
dans les dimensions supérieures ; le sujet est important en analyse à cause de 
sa relation avec les transformations homographiques (et leurs généralisations 
dans les dimensions supérieures). Le livre de Berger (8 1.2.6) en donne une 
présentation générale moderne. 


Donnons une illustration de l’utilisation de la propriété de symétrie des 
transformations homographiques en déterminant toutes les transformations 
homographiques qui transforment C (le cercle unité lien CAS LEE 
une telle transformation, soit p tel que f(p) = 0 ; il y a quatre cas : p = 0, 
0 /pl< LD lp 600 sait f(Ê) = où él =MNnécessairement. Sip —0, 
on doit avoir f(co) = co par symétrie et les conditions f(0) = 0, f(oo) = æ et 
f(£) = 1 donnent f(z) = (1/£)z. De même, si p = co, on doit avoir f(0) = co 
et les conditions f(oo) = 0, f(0) = o et f(£) = 1 donnent f(z) = £/z. Si 
p £ 0, co, f(p) = 0 entraîne f(1/5) = co par symétrie par rapport à C: les 
conditions f(£) = 1, f(p) = 0 et f(1/5) = © entraînent 


D mt or 
er noie pe 


(7.11) 


où € = —(p£ — 1)/(£ — p); de (7.8) on a [c| = 1. Ainsi, la transformation 
homographique générale f telle que f(C') est égale à C est donnée par (Wu) 
avec p À ©, |p| £ 1 ou par f(2) = c/z avec [c| = 1. Notons que pour 0 < [p| < 
1, (7.11) donne exactement les applications homographiques qui appliquent 
U sur U = {z:[2| < 1} (déjà vues dans la proposition 13 3)ipour pu 


(avec OC) Sn) NP One a € — € telle que J(C) = CIE" 
DE ER PS) ct = 
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7.4.8 Exercices 
Soient U = {2:|2| DEN Une UD? ne 0) 


Supposons que a, b, c, d, a’, b', c', d' soient dans € avec ad — bc 4 0, 
a'd' — bc! # 0 ; démontrer que si 

GS à TAARU 

cz+d cz+d! 


pour trois valeurs distinctes de z € € alors (a/,b!,c',d') = X(a,b,c,d) pour 
À € C*. (Utiliser d’abord (B), 8 7.4.4.) 


Déterminer explicitement la fonction homographique f telle que f(z;) = 
wj,3 = 1,2,3,où: 


(i) (21, 22,23) = Ge à), (w1,wo,w3) = (2,0, co ) 
(ii) (21922; z3) = (co, de 1 (w1,wo,w3) = (20,0); 
(iii) (21,22, z3) — (1,2 0) (w1,w2,w3) — (4,5,6) ; 
(iv) (21, 22, 23) = (2,1 UE (w1, w2,w3) = (0, ler, 2(1 = i)) 
Vérifier que, pour tout a € R*, 
26 0 
Mere 


donne une application homographique telle que f(R) = R avec SCENE) 
oc lDiet j(D)=#P="s1a< 0, 


Vérifier que, pour tout a € R*, 


z —1a 


F() = 


z+ia 


donne une application homographique telle que f(R) — C lecercleunite| = 
1, avec f(D)=U sia>0et f(D) = (U) = {2:12 > 1} si a < 0. 
Démontrer que l’application conforme générale du disque |z| < r1 sur le 
disque |z| < r2 est donnée par 


Z — aT] 


JC) cr 


T1 — @Z 

OUEN eur 

[6] Soit [al < 1; vérifier que fa(z) = (1 — &z)/(z — a) est une applica- 
tion conforme de U À {a} sur  {2: [21 > 1} = V ; démontrer que l’application 


conforme générale de U sur Ÿ = VU {oo} est He ba cr Elo 
RENE ET LEONE 
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Démontrer que, pour deux points a et 8 quelconques ans Ie rIste 
une application conforme f de U sur U telle que He) =. 


Démontrer que l'application conforme générale de U sur D est donnée 


par 
z — ca 


AI 


mn C 


oùel= nd lnc-0: 


[9] Démontrer que l'application conforme générale du demi-plan Rez > 0 
sur U est donnée par 


3 


f{a) = À 


T| 


z+8B 


CIC REe "0; 


Démontrer que l’application conforme générale du demi-plan Rez > 0 
sur lui-même est donnée par 


az —1b 
icz + d° 


f(z) = 
a, b, c, d réels sont tels que ad — bc > 0. 


Démontrer que l’application conforme générale f du disque ouvert 
[2 — a] < r sur D telle que f(a) = i est donnée par 


l1z-a+rc 
fG)=-=————, |d=1. 


INSEE C 


Soit f(z) = z/(z+ 1). 


(i) Vérifier que fGR) = — [est le cercle de centre 1/2 et de rayon 1/2 en 
raisonnant comme suit : l° est un cercle passant par 0 et 1 (car f(0 = 0 
(CO) = DAR car FR = R et R L iR entraîne que Î(R) L FGR) : 
donc le segment [0, 1] est un diamètre de T°. 

(ü) Vérifier que l’image par f du demi-plan Rez > 0 est le disque ouvert 
fu — 1/2] < 1/2 (il est commode de penser à w = f(z) comme un point 
d’un second plan complexe). 

(ii) En déduire que l’image par f du premier quadrant Re z > 0, Im z > 0 est 
le demi-disque ouvert {w : Imw > 0, [w — 1/2] < 1/2} (en se rappelant 
que f(D) = D ; il est fortement conseillé de faire des dessins appropriés 
pour ce type de problème). 
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Soit f(z) = (z—i)/(z +i). 

(i) Vérifier que f(iR) = R. 

(ii) Démontrer que l’image par f de la droite Im z = a # —1 est un cercle 1}, 
passant par 1 et (a—1)/(a+1) dont le centre est a/(a+1). (Utiliser le fait 
que 1% 1 R d’où l’on a que le segment déterminé par 1 et (a—1}/(a+1) 
est un diamètre de 1 ; noter que (a — 1)/(a + 1) > 0 pour & < —1 où 
pour a > 1 ; faire des dessins pour {}, pour a < —-1,-1<a<1l,a=l, 
60 là 

(ii) Voir que l’image par f de la droite Im z = —1 est la droite Rew = 1. 

(iv) Voir que l’image par f de la bande horizontale a1 < Im z < a2 (ai > —1) 
est le domaine limité par les cercles 1,, et 1%, qui sont tangents au point 
te — le 

(v) Voir que l’image par f du demi-plan Im z > —1 est le demi-plan Rez < 1. 

(vi) Dessiner l’image par f de la bande horizontale —2 < Imz < 0. 


Soient p, q dans C, p £ q, k > 0 ; vérifier que 


=b 2) =) 

z—gq 
est une droite si & = 1 et que pour k 1, I} est un cercle de centre 29 = 
(k2q — p}/(k? — 1) et de rayon R = kig — pl/lk? — 1|. (Dans l'exercice 15, 
on trouvera une démonstration des formules pour zp, À avec un minimum de 
calculs). Démontrer que toute droite dans € s'écrit sous la forme 1 pour un 


choix (non unique) de p, q et que tout cercle dans € s’écrit sous la forme + 
pour un choix (non unique) de p, q, k > 0 (utiliser (7.8)). 


(Voir fig. 7.2) Soient p, g dans € avec p £ q ; posons 


A) =), k>0. 
Z—q 


=, ne: 


(i) Si 1% = f(14), alors [= lu ot 

(ii) L'application inverse g de f est donnée par g(w) = (qw — p)/(w — 1). 

(ii) Puisque g(l%) = 14, conclure que 1% est un cercle si & # 1 et 1 est une 
droite. 

(iv) Si À est un cercle passant par pet q, alors À = f(4) est une droite passant 
par w = 0 (car f(p) = 0, f(g) = co) ; la droite A5 passant par p et q donne 
(40) = R. 

(v) Si k # 1, f !(Hk) = g(+k) déterminent un diamètre de 74 d’où le 
centre z0 de 1% est donné par 1/2 {g(k) + g(—k)} et son rayon R = 
(1922) |9(&) —g(-k)|, ce qui donne les valeurs de 20, À signalée dans l’exer- 
cice 14. 
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(vi) Vérifier que 1 est la droite d’équation paramétrique 


DNS D 
2 ï 2 


en calculant g(—1) et gi). 


LOL EAR 


(vii) Vérifier que, si 0 < k < 1, Ty est un cercle contenant p dans son disque 
intérieur et si & > 1, I} est un cercle qui contient qg dans son disque 
intérieur (en démontrant que {p — z0| = &R et |q — 20| = R/k où z et R 
sont donnés dans l'exercice 14). 


Fig. 7.2 
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REMARQUES. L'application f transforme les deux systèmes de cercles L (Ti 
est une droite) et À (A6 est une droite) dans le plan des z aux cercles 
et droites À dans le plan des w. Puisque les cercles L' et les droites À sont 
évidemment orthogonaux, les cercles l' sont orthogonaux aux cercles À à cause 
de la conformité de f. Les cercles I' (avec équation [Cz — p)/(z -— q)| — +) 
s’appellent des cercles d’Apollonius déterminés par p et q. Les coordonnées 
polaires du plan des w sont transportées par g = fl dans le plan des z de 
manière suivante : chaque point z £ p ou q est sur une unique courbe de la 
famille let une unique courbe de la famille À ; p correspond à 0 du plan des w 
et q à co. Ces deux systèmes de cercles orthogonaux l', À déterminés par deux 
points p et q sont appelés les cercles de Steiner ; ils ont beaucoup de propriétés 
remarquables. 


7.4.9 Remarques complémentaires 


Malgré leur grande simplicité, les fonctions homographiques sont très 
riches en propriétés. Ceci est dû, en grande partie, au fait que lorsque {2 est un 
demi-plan ouvert, un disque ouvert ou €, aut({2) est formé par des sous-groupes 
du groupe de toutes les fonctions homographiques. Notons que si {2 et {2 sont 
deux domaines de € conformément équivalents alors les groupes aut(f21) et 
aut(f) sont isomorphes : en effet, si : {1 — {D est une application conforme, 
alors f + gofow | est un isomorphisme entre aut(f2) et aut({2). Soient ® un 
domaine de € et G un sous-groupe de aut({2) ; une fonction méromorphe f dans 
{2 s'appelle une fonction automorphe (par rapport à G) si pour tout y € G, 
fow = f. Parmi les fonctions automorphes, on trouve les fonctions simplement 
périodiques (f2 = C, G engendré par une translation @(2) = 2+a@), les fonctions 
elliptiques (9 = €, G engendré par deux translations w1(z) = z + a1, w2(2) = 
2 + à, avec a2/a1 non réel) et les fonctions modulaires ; dans ce dernier cas, 
{9 = D (demi-plan supérieur Im z > 0) et G est un sous-groupe des groupes de 
transformations homographiques (2) = (az + b)/(cz + d), a, b, c, d dans Z, 
normalisées par ad—bc = 1 (8 7.4.5(2)). La théorie des fonctions automorphes en 
général et celle des fonctions elliptiques et modulaires forment un des sommets 
de l’analyse complexe. On peut trouver une introduction à cette théorie dans 
les ouvrages {17}, [18], [34] et dans celui de L. R. Ford (Automorphic Functions, 
Chelsea, 2° édition, 1951). 

- Le disque unité U et le demi-plan D sont aussi des modèles (de Poin- 
caré) pour la géométrie hyperbolique plane qui est une des géométries non 
euclidiennes planes importantes. Une «droite» hyperbolique dans U est soit 
un diamètre de U, soit un arc de cercle dans U orthogonal au cercle unité (qui 
est FrU) ; les axiomes d’incidence usuels sont vérifiés avec cette définition des 
«droites » (par exemple, deux points de U déterminent une unique «droite») 
sauf que l’axiome des parallèles de la géométrie euclidienne plane n’est pas 
respecté : pour toute « droite » 7 et tout point p dans U, p & 7, il existe une 
infinité de «droites » L', p € T’, telles que l'est parallèle à + dans le sens que ” 
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et y ne se coupent pas (dans U). Le groupe aut(U) (formé des fonctions homo- 
graphiques, prop. 7.3.3) est le groupe des bijections de U dans U qui préserve 
les angles orientés entre les «droites » ; elles préservent aussi une distance dite 
non euclidienne dans U définie par 


21 7 22 


dla.) = V( ) nu 17 


Pre 


où 


den (ie). Teri. 


1l-r 


noter que # est une fonction strictement croissante sur [0, 1[ avec #(0) = 0, 
limr_1 Y(r) = co et que |(21 — 22)/(1 — z122)| el0uPpour : 2e UT Le 
distance d permet une formulation d’un théorème élégant de Pick (1915) : si 
f:U —U est holomorphe, alors 


1e) eur) 7 IC Ur 


s'il y a égalité pour un couple (z1, z2), z1 Æ 22, alors (et dans ce cas seulement) 
f € aut(U) et il y a égalité pour tout (21,22) dans U. À cause des propriétés 
signalées de Ÿ, ce théorème géométrique concerne l'inégalité suivante : 


Here) 
Cri) 


21 — 22 


/\ 


mu. 


NS 


1e 


pour les f holomorphes dans U avec HO] < 1,zEU ;le théorème se déduit du 
lemme de Schwarz ($ 7.3.1) ; pour une démonstration courte, voir [17, p. 259]. 

Puisque D est conformément équivalent à U, on peut développer la géo- 
métrie hyperbolique plane dans D en faisant une application conforme appro- 
priée de Ü sur D et en transportant les droites hyperboliques de U dans D ; 
elles deviennent les demi-droites verticales émanant de l’axe réel et les demi- 
cercles dans D dont les centres sont sur l’axe réel. Le groupe des bijections de 
D qui préserve les angles orientés est exactement aut(D) dont on a vu ci-dessus 
l’usage dans la définition des fonctions modulaires. Le groupe aut(D) est proche 
du groupe SL(2;R) des matrice réelles 


a b 
CR 
avec ad — bc = 1 ; la relation exacte est donnée par l'identification de 
a b . —a —b 
cut —c —d 
ce qui s'exprime en écrivant que 


aut(D) = SL(2;R)/{+1}. 
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Pour cette raison, on écrit aut(D) = PSL(2;R) (projective special linear ; 
« special » signifie que le déterminant est 1 et « projective » signifie que les deux 
matrices 
a b 
= 
Le à 


sont identifiées). On voit que les applications homographiques sont présentes 
dans les considérations les plus diverses. 


7.5 QUELQUES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES 


7.5.1 Préliminaires 


Dans cette section, nous étudions quelques transformations élémentaires 
données par une application z + w = f(z) où f est formée d’une manière 
simple en partant des fonctions élémentaires. Partout dans cette section, z = 
T+iY, W = Uu+i, T, y, u, v réels ; il est commode d'imaginer z, w comme élé- 
ments de deux plans complexes différents. Notre étude consiste essentiellement 
dE 

« déterminer les images (dans le plan des w) sous f des droites x = xo ou 

Y — V0 ; 

+ déterminer les courbes de niveau u = uo où v = vo dans le plan des z ; 
° plus généralement, déterminer f(1°), f-1(+y) pour certaines courbes inté- 
ressantes l” dans le plan des z et y dans le plan des w ; 


° déterminer f(A) et f-!(B) pour des domaines simples À, B comme des 
disques, des demi-plans, des bandes, des secteurs, etc. 


7.5.2 Les applications z2+ 2° 


2 à une dérivée 


Considérons d’abord le cas & = 2; la fonction f(2) = z 
non nulle partout sauf à z = 0. La non-conformité de f au point z = 0 est 
géométriquement visible ; un angle 8 formé en z — 0 par les deux demi-droites 
R+ et eŸR; (0 < 4 < rx) est doublé à 20 pour devenir l’angle formé entre 
R+ et ER : en particulier, les deux demi-droites perpendiculiares R} et 
iRT deviennent R+ et R- = |—-c, 0] formant un angle plat de mesure 7. 
L’équation 2? = w possède (pour w # 0) deux solutions distinctes +uwl/2 : 
donc f n’est pas injective. Par contre, en prenant la restriction de f à un 
demi-plan ouvert H déterminé par une droite passant par z = 0, on aura une 


application injective. Par exemple, si 
te Den "Re: 0}, 


on aura f(H) = C\R- et f : H — f(H) sera une bijection ; de même, si 
H ={z:1mz>0}ou {z:Imz < 0}, on aura f(H) = C\R+ et f : H — f(H) 
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sera une bijection ; plus généralement, si H est un demi-espace ouvert déterminé 
par la droite eŸR (8 réel quelconque), alors 


DOUTE Ur 


et f : H — f(H) est bijective. L'application z + z? étant une bijection de H 
sur C \ Z, la fonction réciproque est une fonction holomorphe (prop. 7.2.3(ïii)) 
qui est souvent notée par w + w1/2 en précisant qu'il s’agit d’une branche 
ou d’une détermination holomorphe de w1/2 dans le plan «coupé» € \ Z. Cet 
évident abus de notation est universel, indiquant peut-être que ses avantages 
compensent bien ses ambiguités. 


2 


Se ONE 


ne) 21. 


pour w = uo, on obtient une famille d’hyperboles d’équation x? — y? = uo et 
pour v = vo une autre famille d’hyperboles, orthogonales aux hyperboles de 
la première famille, donnée par 2xzy = 0 ; ces deux familles d’hyperboles se 
transforment en les droites orthogonales u = constante ou v = constante dans 
le plan des w ; f étant conforme dans un voisinage ouvert de tout point z £ 0, 
l’orthogonalité des hyperboles concernées était prévisible. Les images sous f 
des droites x = xg ou y = yo s’obtiennent avec les formules suivantes : 


= 4x (x8 —u) (image de x = 0) 


2 = 4yé(yè +u) (image de y = yo); 


par exemple, si x = xg, on a u = Le — y?, v = 270, ce qui donne 


2 = Arÿy? = A0). 


Ces deux familles de paraboles (dans le plan des w) sont orthogonales, étant 
images des deux familles de droites orthogonales. 


Soit À = {z:[z-—1| < 1} ; le cercle |z — 1| = 1 (qui est Fr À) devient 
= {w : w = 2(1 + cos0) ef, —r <0<r} 


Cane — [re 


à : : eu 10 
va rai cu au (4 ETES — À 


7 est une cardioïde de pôle w = 0 dont l’axe de symétrie est le segment 
[0,4] et f(A) = À où À est le domaine borné dans le plan des w tel que 
Er A =" Ainsi, À est conformément équivalent au disque À, l'application 
conforme étant donnée par f(z) = 2? ; rappelons que À C 12 Re hou 
est injective. 
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En composant z + z? avec des applications homographiques, on obtient 


des applications conformes utiles ; ainsi, soit 


g(z) = (=) 


on vérifie facilement que z + (1 + z)/(1 — z) transforme le demi-disque ouvert 
{z:Imz>0, [2] < 1} en premier quadrant ouvert OR > ane De 
l'application z + 2° transforme ce dernier en demi-plan ouvert {w : Imw > 0}. 
Au total, g donne une application conforme de 


A CE DE Dur 6 Joe Où 


La discussion de la fonction z + 2" pour n entier > 2 est analogue sauf 
que les formules explicites pour u = Re 2°, u = Im 27 sont encombrantes ; un 
point essentiel est qu’un secteur d’angle 8/n (0 < 8 < 2x) de sommet z = 0 
devient un secteur d’angle 0 dans le plan des w. En particulier, si À est le secteur 
larg z| < x/n, son image par f(2) = z" est C\ R_ et f : A — C\R_ est 
bijective, la fonction réciproque w + w1/" étant donnée par la détermination 
principale. Comme pour n = 2, différents secteurs ouverts de sommet z = 0 et 
d'angle 2r/n seront appliqués sur différents plans coupés € \ Z (L étant une 
demi-droite issue de l’origine) ; les fonctions réciproques, toujours notées par 
w + w1/7 avec w1/7, représentent une certaine détermination dépendant de L 
et du secteur de départ. Ainsi, pour n = 3, soient 


A1={2#0:largel <=}, 4={2#0:T<argz<r) 
A3={2#0:-" <arge < 7} ; 


l'application z ++ f(z) = 2 transforme chaque A; dans C\R- et les fonctions 
réciproques g; : C \ R- — À; sont données par les formules suivantes : 
n(u)=wt, gu)=e"/Rvr, qu) = T#w 8 
où w1/3 — exp(1/3 In w) est la détermination principale ; bien entendu, 
f(g;(w)) = gj(w) =w, weC\R- 
DANCE CT 
pour 7 = 1, 2, 3. Par exemple, pour j = 2, r = re, r/3<0<7, 
92 (f(2)) = g2(2) _ g2(r° si) = e2Ti/3r ei(0—2r/3) =. 


Fe (r =" 1/3 me CC) 1/3 _ reit0—2r/3) 


étant donné que 7 < 30 < 37, —n < 30 — 2x < 7 d’où 
| arg(e%%) = 30 — 2x, 
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ce qu’il faut connaître pour calculer la valeur principale de (28) Le La discus- 
sion pour la fonction z + 2%, a réel, a > 0, est similaire à celle pour z2 + 2 
n € N°, sauf que l’on se restreint d'avance aux valeurs de z € C\R- pour avoir 
la continuité (et donc l’analyticité) de la fonction f donnée par f(z) = z%, où 
2% = exp(aln z) est la détermination principale. De nouveau, un fait important 
est le suivant : si a > let À = {z # 0 : |argz < r/a}, alors f donne une 
bijection entre À et C \ R- ; en effet, si z € À, z = re, r > 0, [0] < x/a et 
(en notant que r/a < 7) 


f(z) = exp(aln 2) = exp{a(Inr +18)} =r* ÉORe CIRE 


D'autre part, si w € C\R-, w = |w|e avec [w| > 0, [y] < r, l'unique z € À 
tel que f(2) = w est donné par z = w| 1/8 eiP/à, La discussion pour & € ]0,1! 
est analogue. 


7.5.3 L'application z + e* 


La fonction donnée par f(z) = e* possède une dérivée non nulle partout ; 
mais à cause de sa périodicité, elle n’est injective que lorsque l’on restreint son 
domaine. Si eTT = y + iv, alors 


Ü 6 COU, MU — Ci Sin 


d’où 

WHO est, 
Ceci montre que les droites x = r0 deviennent les cercles u? + v? = e2?0 et les 
droites y = yo se transforment en des demi-droites émanant de (0,0) d’équation 


Rv) = T(cost0 SIT O) PRE AUe 


De plus, si a < Imz = y < a +27 (une bande horizontale ouverte À dans le 
plan des z), alors f est injective avec f(4) = C \ L où L est la demi-droite 
ouverte {te"*:t> 0}. Si a = —r, la fonction réciproque de f : A — C\ L est 
donnée par w + Inw (la valeur principale du logarithme) avec In : C\ L — À 
OU LOU LE  < ln rh pouniles cutres valeurs de do on 
aura d’autres déterminations holomorphes À, À : C \ Z — À, du logarithme 
comme fonction réciproque de f : À — € \ L,; À sera toujours holomorphe 
avec À'(w) = 1/w, w € C\ L (prop. 7.2.3(iïi)). 
Il est facile de décrire l’image d’un rectangle ouvert R avec 


RS 0 on ie on nr. 


On à 
FR) = {0e w OP MCE 0) 
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en particulier, en faisant t1 — —o0, x2 — co, on obtient l’image d’une bande 
horizontale S = {2 : y] < Im z < y2}, yo — y1 < 27 : 


f(S) = {w : w = fule®, y1 < 8 < y} : 


c’est un secteur ouvert de sommet w = 0 et d'angle y2 — y1. Les applications 
J:R— f(R)et f : S — f(S) sont bijectives (donc conformes). En prenant 
yi = —7/2 et ya = n/2, on aura une bande horizontale S avec f(S) = 
{w : Rew > 0}. En composant f avec l'application w ++ h(w) = (w—1)/(w+1), 
on obtient 

g(z) = en R(F(2)) 
qui est une application conforme de la bande horizontale S sur U, le disque 
unité, Car 


RARES 0) = CE 


Puisque z + iz transforme la bande verticale {2 : (—x/2) < Re z < 1/2} = V 
en la bande horizontale S, on en déduit que l’application 


R(F(iz)) 
est une application conforme de V sur U ; notons que 
e2/2 _ Q=iz/2 . 
= rer tt): 
7.5.4 Les applications trigonométriques 


Considérons d’abord f(z) = sinz; on a f’(z2) = cosz et cosz = 0 si 
z={(n+1/2)r,n € Z; on voit que f ne sera pas conforme autour des points 
(n + 1/2)r. Puisque 


u + iv = sin(x + iy) = sin x cos iy + cos rsiniy = sinxchy+icosrshy 


on à 
M Sin chu UE Cosrsh y. Go) 


donc la droite x = x, sinxo # 0, cosxo £ 0, se transforme en une hyperbole 


d’équation 
2 2 
u U — 
(=) (+) | 


Plus précisément, si sinxg > 0, on a la partie droite (u > 0) de cette hyperbole 
et si sinxo < 0, on aura la partie gauche (u < 0) de celle-ci, les droites x = 
zo + 2n7, n € Z, donnant les mêmes hyperboles ; pour sinxç = 0, on obtient 
la droite u = 0. De même, la droite y = yo Z 0 devient l’ellipse d’équation 


/ 2 2 
U JL. v + 
=) Ee 
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et yo = 0 devient le segment réel [—1, 1]. Considérons l’ensemble ouvert 


T 
A= fiers, y>0}, 2 Et. 
A l’aide de (7.12) et de la discussion précédente, on vérifie que f transforme 
A en le premier quadrant ouvert, u > 0, v > 0, de manière bijective. Posons 
ÀA={Z:2€ A}. Compte tenu des relations 


Sins — Sins, ein) Sin 
on obtient avec f(A) = Q1 = {w =u+iv:u > 0, v > 0} que 


HSE NEE eS y<0})=Qa={wiu>0, v<0] 
f(-A)= f({2:-5 <2<0,y<0})=Qs={wiu<0, v<0} 


f-D=f({z;-5<z<0,y>0})=Qr={wiu<0, v > 0}; 


f étant toujours injective dans +À, + ; notons encore que, toujours bijecti- 
vement, f(]-x/2,x/2[) = ]-1,1[et f(iR) = iR Au total, puisque 


en iucbuæ ul, ? 
{z:-5<s< =) = AU(-A)U ÂU(-A UiR u | … = | 
(réunion des ensembles deux à deux disjoints), on a 


f({z:-5 <5<5})=C\(-0,-1]UI1, 1) =Ë; 


autrement dit, f est une application conforme de la bande verticale —7/2 < 
zx < 7/2 sur le plan complexe € muni des coupures constituées par les deux 
segments ]-co,—1] et [1,co[. Les demi-droites verticales {7/2 +it,t > 0} 
et {—n/2 +it,t < O0} se transforment en les segments infinis [1,c{ et 
]—oco, —1] respectivement sous l’application f (toujours bijectivement, car 
Sinten/2 0) —ÆEoht) 

D’après cette analyse, l'application réciproque de f (notée arcsin) est 
donnée par une fonction holomorphe w + arcsinw, w € €, ayant ses valeurs 
dans la bande verticale —r/2 < Rez < 7/2. 


Etablissons maintenant une formule analytique pour arcsinw, w € C; 
ona, pour wEeC, 


il 
in w = — In(i — w?). 
arcsin w = = n{iw + V1-—w?) HS) 
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Rappelons que dans l’exercice 23 (sect. 2.6), on a établi que sinz = w si et 
seulement si 


1 ; 
2= = In(iw + 1-w?)+2nr, ne, 


où In et / représentent partout les déterminations principales. En fait, on 
établit (7.13) sans utiliser le résultat de cet exercice. Posons g(w) pour l’ex- 
pression dans le membre de droite de (7.13) ; w ++ g(w) est holomorphe pour 
w € € car w + iw + V1 — w? est holomorphe lorsque w € Ô (l—w? <08w 
réel avec |[w| > 1) et on vérifie que iw + V1 — w? € C\R_ pour tout w € € 
(car si iw + V1—w? € KR, alors on a w = it, t € R d’où iw + V1 — w? = 
—t+vVi+t > 0) ; il en résulte que w + In(iw + V1-w?) = g(w) est 
holomorphe dans €. On sait déjà que w + arcsin w est holomorphe dans C ; 
il suffit donc de vérifier (7.13) pour —1 < w < 1, alors (7.13) est établie pour 
tout w EC =C\(J-0,-1]U[1, œo{); cette vérification pour w réel dans 
]—1,1{est assez directe. D’après (7.13), on obtient les formules usuelles pour 
arc sin après des petits calculs : 


_ (arcsin w) = (1 = nie weC, (7.14) 


d’où l’on détermine la série de Taylor pour arcsin w autour de w = 0, conver- 
gente pour [wl < 1. 
En utilisant les relations 


sin(r —z)=sinz, sin(z+2nr)=smr, nez, 


on vérifie que la fonction sinus donne une application conforme de chaque bande 
verticale ouverte 


{2:15 + km <Rez< 2 +(t+1)r}, é= D El 2200 


sur € ; les formules analytiques pour les fonctions réciproques correspondantes 
définies dans € à valeurs dans la bande verticale appropriée seront données par 


arcsinw<+2n7 où —arcsinw +(2n+1)r 


avec un choïx convenable de n. 

La fonction w + arcsin w donnée par (7.13) s'appelle la détermination 
(ou branche) principale de arcsin ; c’est une fonction holomorphe appliquant 
€ conformément sur la bande ouverte verticale Re z € ]—7/2, x/2{. 

La discussion pour z + cos z peut être menée en suivant la précédente ; 
mais on obtient les résultats principaux directement à partir de ceux pour le 


sinus en observant que 
1 
M EOS2— sin e —2) : 
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Ainsi, le cosinus donne une application conforme de la bande verticale ouverte 
0 < Rez < x sur € = C\(J-00,—-1]U[1, c[) et la fonction réciproque 
holomorphe w + arc cos w sera définie pour w € € avec 


arecosw = © — arcsinw, w EC. (15) 
De (7.15) on obtient la formule suivante pour arc cos w : 
Ï ee 
arccosw = — In(w+ivl-uw?). (TS) 
i 


En effet, le membre de droite de (7.16) donne une fonction holomorphe pour 


w € C (car w +ivi-w2 € C\R- pour w € Cet w H w +iV1—w? est 


holomorphe si w € C, voir les raisonnements qui précèdent) et on vérifie que 


+ Info + Du) = 52 Infw+ 1—-w2) si —-1<w<l1 


par un cacul direct : 
w + iV1— w? = ee”, ju + V1—w2 = eitr/2-0) 


avec 0 < 0 < 7 si —1 < w < 1 d’où 
= In(w+iVi=w?) =6, 2 In(éu + == 


en se rappelant toujours que In et / représentent les déterminations princi- 
pales. Avec (7.16) ou plus aisément avec (7.15), on obtient 


d o _ 
a (@rccosw) = —(1 —w°) D 0. (LT) 


Pour étudier l’application 2 + tg z, on résout l’équation (Ex. 24, sect. 2.6) : 


1 eZ — e— 12 1 e2iZz — ] 
à eZ +e-tz î e21z il 


ce qui donne (en posant € = e?i7) 


EE 


6 


l—iw i+w. 
On voit que w = +i ne sont pas des valeurs possibles pour tgz, z € C; pour 
w £ +i, tgz = w entraîne que 


235 —1n (=) Pom Un EZ, 
4 + W 


c’est-à-dire 


ne = a 
2= hf )+nr, nez. (7.18) 
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Notons que 


À — W 
à + w 


ER ER loutre |. 


On vérifie aussi que les droites verticales 
1 
Re (a+ sr. HE, 


sont transformées par tg en la réunion des segments verticaux 
l6, oo LN=use, if ET ERHIEnTi 


et les droites verticales 
Rez=kr, kEeZ, 


sont transformées par tg en le segment vertical 
rc te RMI <<). 


De (7.18) et de la discussion précédente, on voit que tg donne une application 
conforme de la bande verticale ouverte —7x/2 < Re z < 7/2 sur C \ L où 


DR OR Aer 
C \ L est aussi décrit comme le plan complexe muni des coupures formées par 


les segments fermés [i, icof et | —ioo, —-1]. De plus, tg applique chaque bande 
verticale ouverte 


1 
(4-5 )r < Res < (&+5)r br EX, 


conformément sur € \ L. L'application réciproque de 
tgifzi-2 <Rez<=}C\L 
s'appelle la branche (détermination) principale de arctg qui donne une 


application holomorphe de C\ L sur la bande verticale ouverte —7/2 < Re z < 
r/2;0ona 


1 = 
= — Ib 1 
arc tg w Fuite). we C\ (7.19) 
Un calcul montre que 
(arctgw) = A EICNES (7.20) 
dw 1 + w? ? 
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Pour la fonction ctg, nous donnons des formules analogues à celles pour tg ; les 
détails sont laissés en exercice : 

ctg:{z2:0<Rez<7} — C\L 


(avec L comme ci-dessus) est une application conforme et la fonction réci- 
proque, appelée branche ( détermination) principale de arcctg : 


arcctg :C\L—{2:0<Rez< 7} 


donnée par 


; 1; w +1 
rc cteg w = — In - 
. 8 21 w —1 


L wEeC\LZ. (211) 


Les fonctions arctg et arcctg satisfont à la relation 


arctgw + arcctgw = = weC\LZ. (1222) 


D j 
7.5.5 Application de Joukowski 


Il s’agit de la fonction simple mais utile donnée par 


fa =3(2+2) 


le facteur 1/2 n’est pas essentiel ; il simplifie légèrement quelques formules. La 
fonction f possède un pôle simple à z = 0; si z Z 0, f'(z) = (1/2) (1 — z-?) 
s’annule pour z = +1, ce qui indique que, dans les disques ouverts contenant 
+1, f ne peut pas être injective. Pour tout w € €, w # +1, l'équation 


f()=w ou z?-2wz+1=0 


possède deux solutions distinctes 


z=w+Vuw?-1l; 


noter que le produit de ces deux solutions est 1. Les points +1 sont les deux 
points fixes de f (c'est-à-dire solutions de l'équation f(z) = 2: f(1) = 1, 
f(—1) = —1) ; rappelons que f'(+1) = 0 de sorte que les valeurs w = +1 sont 
prises de manière double (car f”(+1) = (+1) Z 0). On constate que f ne 
peut pas être injective dans un domaine qui contient z et 1/z simultanément ; 
par contre, si le domaine est tel qu’il contient au plus un des nombres z, 1/z 
(z € C*), alors f restreint à ce domaine sera injective ; ainsi, f est injective 
dans les domaines suivants : 


CRE 210 ARE = LES D 2 0} 


Pour z=re”Ÿ,r>0,ona 


Quelques transformations élémentaires 469 
d’où 
nl 1 1 ITS 
D: ne cosô, ne - sinÔ. U1:23) 


On voit que l’image des deux cercles [| = r, [z| = 1/r, r # 1, est la même 
ellipse d’équation 


ce qui montre aussi que f est injective sur chaque cercle [2] = r (r # 1); le 
cercle |z| = 1 devient le segment réel [—1, 1], chaque valeur étant prise deux 
fois (+1 étant les valeurs doubles dans le sens expliqué ci-dessus). Notons que 
pour r £1,onaa>1,b< aet a — 1, b — 0 lorsque r — 1, indiquant 
analytiquement que le segment [—1, 1] est une sorte de limite des ellipses 
ci-dessus. Déjà de cette discussion, nous savons que 


UN CE NEC GE ete 
sont des applications conformes avec 
f(U\{0}) = f(V)=C\L. 


L’équation de l’image de la demi-droite 0 = @9 issue de z = 0 (—7 < 600 < 
ñ, 00 # 0, +x/2) s'obtient de (7.23) en éliminant r de ces équations ; l’image 
est formée d’une branche des hyperboles d’équation 


u? v? 


cos sn % 

(qui sont orthogonales aux ellipses précédentes) ; si cos #0 > 0, on a la branche 
où u > O et si cos6p < 0, on à la branche avec u < 0 ; chaque point de chaque 
branche est atteint une seule fois, ce qui se constate en étudiant l'équation 
paramétrique de la branche donnée par (7.23) en fixant @ à 80. On constate en- 
suite que la demi-droite 0 = 0 devient [1, œ[ (atteint deux fois), 4 = x devient 
]—co,—1] (atteint deux fois) et 0 = 7/2 ou —-x/2 devient iR (injectivement). 
De cette discussion on conclut que 


DDC SRE LIN 


est une application conforme avec f(D) = C \ S ; on dit que f est une applica- 
tion conforme du demi-plan ouvert Im z > 0 sur le plan € muni de la coupure 
S. I] suffit de réunir les images sous f des demi-droites 0 = 89, 0 < 00 < 7. 

L'importance principale de f dans quelques problèmes d’aérodynamique 
provient de sa propriété suivante : f donne une application conforme de l’ex- 
térieur de certains disques sur l'extérieur des domaines qui ressemblent aux 
profils d'ailes des avions. Illustrons ceci par un exemple. 
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Soient (fig. 7.3) 


A={2:|2+ 70] <1+%}, Ne ne), 
C= 2 Pnl= 1 Pr), 


avec 0 < xp < 1; À est un disque ouvert de centre —x0 et de rayon 1 + x, 
C'= Fr À = FrB et le cercle correspondant, B étant le domaine extérieur à À 
(B= (En) Notonsquel1le C,-1E€ Aet que U € À, BC V où U est le disque 
|z] < 1, V son extérieur |z| > 1. Soit C = f(C) ; puisque C est symétrique par 
rapport à l’axe réel (2 € C'& 7 € C) et f(Z) = f(z), C sera une courbe de 
Jordan symétrique par rapport à l’axe réel passant par f(1) = 1 et coupant la 
droite réelle orthogonalement au point f(—1—2:0) (à cause de la conformité de 
f partout sauf aux points +1, l’image de R étant S = ]—-o,—-1]U[1,o!{); 
noter que C \ {1} est contenu dans V de sorte que f est injective sur C (car 
fQ) = 1, f(z) £ 1 si z Z 1). La courbe de Jordan C est régulière partout sauf 
au point 1 car f’(z) £ 0 si z £ +1; en effet, C est paramétré par 


a) = f(1()), 1Ü=-r0+(1+z)et, 0<t<2r, (7.24) 


(y étant le paramétrage usuel de C') d’où 
HO TON NC) NS RO 


mais 4/(0) = (2x) = 0 car (0) = y(2r) = 1 et f’(1) = 0. Ceci indique que o 
aura un point anguleux en w = 1. La courbe de Jordan C partage € en deux 
domaines D, D (D1 domaine borné, domaine intérieur déterminé par C et 
D) domaine non borné, domaine extérieur déterminé par C) - 


C =D UCU D) 
une réunion des ensembles deux à deux disjoints avec 
Gin =D," 
Démontrons que f(B) = D2 et f(A\U) = D:. Puisque 
=(A\D)UOUB, f(V)=C\[-1,1], f(MU)=[-1,1], 
f étant injective dans V, il suffira d'établir que 
BIC CUS DE 


Soit 29 € B, wo = f(z0) ; on a (avec y, ? comme dans (7.24)) 


l 
Da 3 w — w0 nl US (7,25) 


d’après (4.57) (cf. principe de l’argument, 8 4.6.3) car f possède un pôle simple 
z = 0 dans le domaine intérieur A (dont la frontière est paramétrée par +) et 
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J(z) — wo = 0 en un point 1/z9 € U C A avec f/(1/20) # 0. On conclut de 
(7.25) que wo € Do, domaine extérieur à C (paramétré par Ÿ). Soit zo € A\U, 
wo = f(z20) ; si |z0| > 1, le raisonnement précédent donne que 


en Se 
ne rien A) 


car f(2) = wo pour z = 20 et 1/20, les deux points étant dans le domaine 
intérieur À ; si [20] = 1, alors wo € [—1, 1], et le raisonnement de (7.26) est de 
nouveau applicable sauf que l’on doit se rappeler que si z9 = —1, wp = f(20) 
est une valeur double (comme expliqué précédemment) et le calcul de (7.26) 
reste valable. On a ainsi établi que f(B) = Do; la courbe C = Fr D est 
un exemple simple d’un profil de Joukowski. La discussion précédente justifie 
complètement les diagrammes indiqués dans la figure 7.3. En prenant pour B 
le domaine extérieur à un disque non symétrique par rapport à l’axe réel (donc 
en prenant comme centre un nombre non réel) qui a 1 (ou —1) sur sa frontière 
C', on obtient d’autres profils de Joukowski C = f(C') non symétriques. 


Fig. 7.3 


Il est utile de remarquer que la fonction f peut être étudiée par une 
méthode de composition des fonctions qui est très commode dans beaucoup de 
problèmes. On remarque que 


ainsi, si f1(2) = (z+1)/(2—1), fo(z) = z?,on a 


A RE 0e) PCR 
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On obtient des images f(U), f(V), f(D) avec peu de calculs. L’image de notre 
cercle C (de centre —xg, de rayon 1 + xo, 0 < x < 1) sous f1 est une droite 
ReC=c,c= #r0/(1+50) € ]0, 1/2{ ; le domaine B (|2+x0| > 1+x0) devient 
le demi-plan ReC > e sous f1. Pour trouver C = f(C), on doit déterminer 
d’abord l’image de Re = c sous l’application € + €? qui est une parabole 
($ 7.5.2) d’équation (6 = £ + in) 


n° = 4c7(c? — €) ; 


l’image f(B) est alors à l’extérieur (vers £ — ©) du domaine limité par cette 
parabole (qui a l’axe orienté vers £ — —c). On peut maintenant écrire l’équa- 
tion paramétrique de C en calculant 


u + iv = >= — 


C+1 _(£+1)+in 
CRE EC 


Il y à une vaste littérature consacrée à la transformation de Joukowski ; pour 
quelques références techniques et d’autres informations graphiques, on peut 
consulter [24] qui contient une liste des transformations conformes souvent 
utilisées. 

Le recueil des problèmes [15] contient de nombreux exemples d’applica- 
tions conformes effectuées par la composition des fonctions élémentaires. Dans 
les exercices suivants (résolus ou avec des indications nécessaires), on trouve 
quelques exemples illustrant la discussion théorique de cette section. On main- 
tient les notations z = x + iy, w = u + iv ; les variables complexes (intermé- 
diaires pour les passages z - w) seront généralement notées € — £ + in. Le 
disque unité sera noté U = {z : [2] < 1}. La bonne compréhension des exercices 
exigent souvent que l’on fasse des dessins appropriés. 


7.5.6 Exercices 
Soit À le disque |z + 1] < 3. 


Gi) Si f(z) = az +b, a # 0, f(A) est le disque |w —wo| < r avec wo = f(—1) = 
b—a,r = 3lal. 

Gi) Si f(z) = (2 — 1)/(z +1), (A) devient [w — 1| > 2/3 ; pour obtenir ceci, 
on note f(R) = R; ainsi l’image sous f du cercle |z + 1| = 3 (orthogonal 
à R) sera un cercle orthogonal à R dont un diamètre sera donné par les 
points f(—4) = 5/3, f(2) = 1/3, donc son centre sera (5/3 +1/3)/2 et son 
rayon (5/3 — 1/3)/2 ; puisque f(—1) = co, f(A4) sera l’extérieur du disque 
déterminé par ce cercle ; noter que f possède un pôle (z = —1) dans À. 

Qi) Si (2) = (z — 1)/(z —3), alors f(A) est le disque |w + 1/7| < 6/7. 

(iv) Si f(z) = z/(2 — 2), alors f(À) est le demi-plan Rew < 2/3 car le cercle 
[z + 1] = 3 devient une droite perpendiculaire à f(R) = R et passant par 
HEd=72/5vec (DEenee,S 
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(v) Si 


EX 
2) = —— 
GE EG 35 
alors f(A) est le demi-plan Im{(w—w)/(1—4i)) < O où wo = 1/3—-1/6:; 
en effet, le cercle |z + 1| = 3 devient une droite passant par 


FO 0) ee: JR)= a+ si 


puisque wo — f(2) = (1/6) (1 — 4i), l'équation de la droite sera Im((w — 
wo)/(1—4i)) = 0 ; puisque —i € À et f(—i) = 0, Im((0—wo)/(1—4i)) < 0, 
on obtient le résultat indiqué. 


Soit À = {z:Imz > 0, |z— 2i] > 1} ; trouver une fonction homogra- 
phique f telle que f(A) soit une couronne de la forme {w : p < [w| < 1} pour 
pE ]0,1{. On pose 


on sait que f transforme le demi-plan Im z > 0 en le disque [w| < 1 et iR en À : 
il suffit donc de déterminer p > 0 tel que f(i) = —f(3i), ce qui donne p = V3 
Co — Va 


Soit À = {2 : [2] < 35, |z + 16| > 9} ; trouver une fonction homogra- 
phique f telle que f(4) soit une couronne de la forme {w : p < |w| < 1} pour 
pE ]0,1{. On pose 


_ _z/35—9p 
= 1. 
HO rer PS 


on sait que f transforme le disque |z| < 35 en le disque [w| < 1 et R en R; 
il suffit de déterminer p € ]-1,1{ tel que f(—7) = —f(—25), ce qui donne 
p— 1/2 n— 1/3. 


(Généralisation de l’exercice 3) Soit À un domaine borné limité par 
deux cercles disjoints dont un est contenu dans le disque ouvert déterminé 
par l’autre ; démontrer qu’il existe un nombre p € ]0,1{ et une transforma- 
tion homographique f telle que f(A) soit une couronne de la forme {w se 
[w| < 1} en raisonnant comme suit : après une transformation homographique 
du type z + az + b, on se ramène au cas où À = {2 :|2| <1,|2-c| > r} 
où —-1<a=(c-r) < B=(c+r) <1,r > 0, —-1 < c < 1; en suivant le 
procédé de l’exercice 3, on détermine p tel que —1 < p < 1 avec f(a) = — f(B) 
où f(z) = (2—p}/(1 — pz) ; on vérifie qu’un tel p existe (uniquement) ; alors p 


est donné par |f(a)| = |f(B)|. 
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REMARQUES. Les exercices 2, 3 et 4 sont des illustrations d’un théorème gé- 
néral (8 7.10.2, pour une discussion plus détaillée) : Soit f2 un domaine de € 
tel que 2° = C\ 92 possède exactemant une composante connete bornée (un tel 
domaine est dit 2-connexe) ; alors il y a trois cas : 


G)C\N = {c}; 
(ii) € \ 9 est compact et connexe, non réduit à un point ; 
(ii) € \ © contient une unique composante connexe bornée B et PUB £C. 


Dans le cas (ii), {2 est conformément équivalent à une couronne {z no 
ll < 1}, p € ]0,1[, p étant un nombre uniquement déterminé par #2. (1/p 
s’appelle le module de #2). Dans le cas (ii), 2 est conformément équivalent à 
U \ {0} où U = {z:[z| < 1}. Les exercices 2, 3 et 4 concernent le cas (ïii) ; 
intuitivement, c’est le cas où Fr {2 est formée de deux « courbes » disjointes cha- 
cune «enfermant» un domaine. Mentionnons ici une définition possible d’un 
domaine #2 (de €) 1-connexe ou simplement connexe : un tel domaine #2 
possède la propriété que € \ {2 n’a pas de composante connexe bornée. Cette 
notion sera étudiée de plus près dans la suite ; ce sont exactement les domaines 
{2 simplement connexes (2 Æ C) qui sont conformément équivalents à U (théo- 
rème de Riemann). Pour une discussion complète du théorème concernant les 
domaines 2-connexes, consulter [6, chap. X]. Le théorème de Riemann sera 
discuté dans la suite de ce chapitre. 


RL EE ER ET RE Vi Go ue due 
application conforme de À sur la bande verticale —1 < Rew < —1/2. (Notons la 
différence topologique entre le domaine À du présent exercice et celui envisagé 
dans les exercices 3 et 4 ; les deux cercles |z| = 1 et |2—1/2| = 1/2 sont tangents 
de manière interne, donc non disjoints ; le domaine À est simplement connexe 
(remarques ci-dessus) car C \ À est connexe et non borné ; ce domaine À n’est 
pas conformément équivalent à une couronne.) 


GIE CC 1}; f(z) = 1/(z— 1) donne une 
application conforme de À sur la bande verticale —1/2 < Rew < 1/2 privée 
de w = 0. (Noter que les deux cercles concernés ici (|z| = 1, |z — 2| = 1) 
sont tangents de manière externe et À est l’ensemble non borné extérieur à 
la réunion des deux disques fermés correspondants ; À est bien un domaine 
mais 2-connexe (remarques ci-dessus) avec C\ À un ensemble compact connexe 
(C\ À a donc une composante connexe bornée) ; c'est le cas (ii) des remarques 
ci-dessus ; 


donne une application conforme de A sur U \ {0} (8 7.5.3). A ne peut pas être 
conformément équivalent à une couronne p < |z| < 1 avec p > 0.) 
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Sur © TEST ES 1RE V2} : A est le domaine borné formé 
de l'intersection de deux disques ouverts ; les deux cercles concernés (|2 —1| = 
V2, |z+1| = 2) se coupent orthogonalement aux points +1; vérifier que 
fi(z) = (z—1)/(z+i) donne une application conforme de À sur le secteur {C = 
[ée® : 3r/4 < 6 < 5r/4} d'angle x/2 en remarquant que f1 transforme les 
deux cercles en deux droites passant par 0 et que f1(1—42) et f1(—1+42) sont 
des points de ces droites. Vérifier ensuite que f2(€) = €? transforme ce secteur 
dans le demi-plan ReÇ > 0; finalement, f3(6) = (€ — 1)/(€ + 1) transforme 
ce demi-plan dans le disque unité |w| < 1. Vérifier que f = f3 0 f2 0 fi est 
donné par f(z) = 2zi/(1 — 2?) ; conclure que g(z) = 2z/(1 — 2?) donne aussi 
une application conforme de À sur le disque unité U. 


REMARQUE. Si C1 est le cercle |z2—21| = r1, Co le cercle [z2—29| = ro, 1 # 20, 
C1 et C2 s’intersectent non tangentiellement si et seulement si |r] — ral < 
|z1 — 29| < T1 + r9 ; l'angle d’intersection est alors donné par 


{ri +75 = la — 2l°} 


Cou 
27179 


UE EST 

Si |21 — z2| = r1 + r2, C1 et C2 sont tangents extérieurement avec @ = Ü; si 
[21 — 29| = [r1 — rol, C1 et C2 sont tangents intérieurement avec @ = x. On 
peut vérifier ces affirmations (en utilisant la géométrie élémentaire traduite en 
nombres complexes). 


Soit A={z:|z2+1| <2, |z2—1| < 2}. Ces deux cercles se coupent aux 
points +34 avec un angle d’intersection 7/3 : f1(2) = (z— V3i)/(z+ V3i) 
donne une application conforme de À sur le secteur d’angle 7/3 donné par { = 
RELE ES ETES 7x/6} ; fa(C) = CS transforme ce secteur conformément en 
le demi-plan Re < 0 ; ainsi, 


no 
f(2) = = f(f()) = - (—%) 


donne une application conforme de À sur le demi-plan Rew > 0. Obtenir une 
application conforme de À dans le disque unité U. 


[9]  (Généralisation des exercices 7 et 8) Soit À un domaine borné limité par 
deux arcs de cercles ayant w comme angle interne (0 < @ < m) et 51, s2 ses deux 
extrémités ; € = f1(z) = (z — s1)/(2 — 52) transforme À conformément en un 
secteur ouvert d’angle @ et de sommet 0 ; fa(ç) = e?0€ transforme ce secteur 
en un secteur du type 0 < argC < @ si wo est choisi de manière appropriée ; 
ou CT/8 transforme le dernier secteur en le demi-plan Imw > 0; la 
composition f = f30 f20 f1 donne une application conforme de À sur le demi- 
plan Imw > 0 ; finalement g(z) = (f(z) —i)/(f(z) + i) permet de transformer 
À conformément au disque unité U. 
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(Généralisation des exercices 5 et 6) Soit À un domaine dont la frontière 
est la réunion de deux cercles (distincts) tangents au point à ; si les cercles sont 
tangents de manière interne, À est un domaine borné, sinon on considère À 
comme le domaine non borné extérieur à la réunion des deux disques concernés. 
Soit a+tv,tE R (|| = 1), la droite déterminée par les centres des deux cercles. 
Alors € = g(z) = 1/(z — a) transforme À conformément à une bande ouverte 
limitée par deux droites parallèles qui sont orthogonales à la droite tv—l,t€ R; 
si À est borné, g(A) est la bande ouverte entière ; si À est non borné, g(A) est la 
bande privée de € = 0 qui est, dans ce cas, un point intérieur de la bande. Une 
transformation w = aç+b permet d'obtenir une application conforme de À dans 
la bande horizontale —7/2 < Imw < 7/2. Finalement, w + (e® —1)/(e* —1) 
donne une application conforme de À dans le disque unité U (8 7.5.3). 


Soit f(z) = z/(1— 2)? ; démontrer que f donne une application confor- 
me de U sur C\ L; L = ]-c, 1/4], en tenant le raisonnement suivant : 


(i) f = f30 f20 fi où 


1 
hD=3, h=2, fG)=z-3; 


Gi) f1(U) = U”, fo(0") = C\R-, f3(C\R-) = C\L où U’ = {Ç: Rec < 0}. 


(On note que f(z) = z +22? +329 +... [z| < 1 ; soit S la classe de toutes les 
fonctions g injectives dans U telles que g(z) = z + a2z? + a3z$ +-.., [2] < 1; 
on a pu démontrer que [an| < n, r € N* (conjecture de Bieberbach, 1916) pour 
toute fonction g € $ ; on voit que la fonction f, holomorphe et injective dans U, 
possède des coefficients de Taylor «extrémaux». La conjecture a été démontrée 
(après de nombreux résultats partiels obtenus d’autres mathématiciens) par 
Louis de Branges en 1984 ; une version de cette démonstration est donnée dans 
[20, vol. ITI}.) 


7.6 THÉORÈMES DE DARBOUX ET DE MONTEL 


7.6.1 Introduction 


Dans cette section nous établissons un résultat général important (théo- 
rème de Montel) qui sera essentiel pour la démonstration d’un théorème fon- 
damental (théorème de Riemann) de la théorie des applications conformes : ce 
résultat est un outil de travail efficace concernant la convergence des suites de 
fonctions holomorphes. Comme illustration de son utilité, nous démontrons un 
théorème remarquable de Vitali. 

Nous commençons cette section en démontrant un cas particulier d’un 
théorème de Darboux qui permet de déduire l’injectivité d’une application 
holomorphe en partant du fait qu’elle est injective sur la frontière d’un do- 
maine simple. 


Théorèmes de Darboux et de Montel Ciyar 


7.6.2 Théorème de Darboux 


Soit À un domaine du plan complexe € dont la frontière est formée d’une 
courbe de Jordan C, C1 par morceaux. Soit f une fonction holomorphe dans 
une partie ouverte contenant À. Si f est injective dans C', alors f donne une 
application conforme de A sur f(A). 


DÉMONSTRATION 


Puisque f est une fonction holomorphe non constante, on sait que f(4) 
est un domaine (prop. 5.5.2) ; il faut démontrer que f est injective dans À. 
Posons C = f(C) ; d’après l'hypothèse d’injectivité de f dans C, C est aussi 
une courbe de Jordan, C1 par morceaux ; posons D; pour le domaine borné et 
D2 pour le domaine non borné déterminés par Ô (en utilisant le théorème de 
Jordan, 8 3.4.3) avec 


C—= DUC UD 


Fr Di = Fr Do = ©, Di, Do et © étant deux à deux disjoints (fig. 7.4). Soit 
wo E C\ o ;: démontrons que si wo € D, alors il existe un unique 20 € À tel 
que f(20) = wo. En effet, si y est un paramétrage approprié de C (orientation 
positive par rapport au domaine intérieur À de C'), alors f o y = 7? donne un 
paramétrage de © : pour wg E D;,ona 


= le L RS (7.27) 


7 Qi uw uwo 2ri f(z) — wo 


Pour établir (7.27), on observe d’abord que f{+(t)) # wo pour toutes les valeurs 
du paramètre t utilisé pour 7; l'égalité entre les deux intégrales de (7.27) 
découle immédiatement de la définition de ces intégrales ($ 3.6.3) ; la valeur de 
la seconde intégrale, d’après (4.57), est un nombre entier positif (éventuellement 
nul) égal à la multiplicité des solutions de l’équation f(2) = wo pour z dans À et 
la valeur de la première intégrale est +1 selon que Ÿ est positivement orienté ou 
non (par rapport à Di) ; On en conclut que 7 est positivement orienté et que la 
valeur commune dans (7.27) est bien +1. De (7.27) on conclut, toujours d’après 
(4.57), qu'il existe un unique 20 € À tel que f(z0) = wo (avec f’(20) # 0). 


c Ce 


Da 


Fig. 7.4 


478 Applications conformes 


De même, on démontre que si wo € D2 alors wo # f(A), c’est-à-dire 
wo £ f(z) pour z dans À ; en effet, si wo € D2,on a 


il 
se = m2 
$ 27 JS w — wo am He 


qui entraîne f(z) £ wo pour z € À. On conclut que 


DRAC D CCE) 


d’où 
Lee CE DUC Die (7.29) 


Puisque f(A) est ouvert, on conclut d’après (7.29) que f(A) = Di ; on à déjà 
vu que chaque wo € D: correspond à un seul z0 € À tel que f(20) = wo ; ainsi, 
f est une application conforme de À sur f(AÀ). + 


REMARQUES. Dans notre démonstration nous avons utilisé le théorème de 
Jordan (8 3.4.3) dans sa forme suivante : on à 


C=D UCU D) 


où D, est un domaine borné, D2 est un domaine non borné avec Fr Di = 
Fr ai D, Di et C étant deux à deux disjoints ; ici, C est une courbe 
de Jordan c1 par morceaux; dans ce cas, on peut démontrer le théorème 
directement en utilisant X(7; wo) (Ex. 40, sect. 3.8) où 7 est un paramétrage 
de C faisant de C un lacet de classe C1 par morceaux et en posant Di pour 
l’ensemble des points wo € C tels que x(%; wo) = 1 et D2 pour celui des points 
w0 C tels que x(7; wo) = 0. Nous ne donnons pas les détails de cette preuve ; 
comme indiqué dans le paragraphe 3.4.3, le théorème de Jordan est valable 
pour toute courbe de Jordan é. (non nécessairement CT par morceaux) ; outre 
la référence citée dans le paragraphe 3.4.3, on peut consulter {6, chap. IV] pour 
une preuve complète qui utilise l’indice x. 

L’énoncé du théorème ci-dessus peut être généralisé de plusieurs ma- 
nières ; il suffit de supposer que C’est une courbe de Jordan (non nécessairement 
CT par morceaux) et que f est continue dans À mais holomorphe seulement 
dans À ; alors l’injectivité de f dans C garantit que f donne une application 
conforme de À sur f(A). La démonstration de cette généralisation est plus 
délicate et nous ne la donnerons pas ici {6, p. 311]. 

L’appelation «théorème de Darboux» n’est pas universelle ; elle provient 
des écrits d’Osgood et elle est adoptée par un petit nombre d’auteurs ; des 
théorèmes similaires ont été donnés par d’autres mathématiciens sans attacher 
un nom précis à ceux-ci. Par exemple, S. Stoïlow (cf. Œuvre mathématique, 
1964) donne plusieurs versions plus générales. L’attribution à Darboux que 
l’on trouve dans le livre de W. F. Osgood (Lehrbuch der Funktionentheorie, 
1928-32, Chelsea 1965) ne permet pas de localiser précisément ce théorème. 

Dans les paragraphes suivants on présente les définitions et les outils 
nécessaires pour la démonstration du théorème de Montel ($ 7.6.8). 
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7.6.3 Procédé diagonal de Cantor 


Soit D = {do, di, ...} un ensemble dénombrable ; soit În : D =©C, 
n E N, une suite de fonctions telles que 


sup|fn(d;)| CO) — 0 Là 
LA 


alors il existe une sous-suite, notée ua de la suite es telle que 


Mn) Ce ANT EREX 


n— CO 
DÉMONSTRATION 


Puisque la suite de nombre { fn(do)} est bornée, il existe une sous-suite 
os telle que limy fo n(do) existe ; on peut alors choisir une sous-suite de la 
dernière, notée ne telle que 


lim fin(di) existe. 
Ti— CO 


Par récurrence, on établit l'existence d’une sous-suite {fin} nen pour 3€ N 
telle que 
im fin(d;) existe 
et an pour 73 > 1, est une sous-suite de tn). Posons maintenant 
9n = fnn (suite diagonale), n € N; alors {9n} est une sous-suite de chaque 
suite on d’où 
lim gn(d;) = lim f;n(d;) existe 
> OO 


n— OO n 


POUR + 


7.6.4 Lemmes concernant des familles localement bornées 


Soit F une famille de fonctions holomorphes dans un ensemble ouvert 
non vide À ; on dit que F est localement bornée dans À si chaque point 
a € À possède un voisinage ouvert V € À tel que 


sup{|f(2)|:z€eV, HE co 


ce qui veut dire que la restriction de la famille F à V est bornée. Il est facile de 
voir que F est localement bornée dans À si et seulement si F est bornée dans 
chaque partie compacte K contenue dans À. Pour une famille holomorphe F 
localement bornée dans À, on a l'énoncé suivant : pour chaque a € À, € > 0, à 
existe un 6 > 0 tel que B(a;6) C À avec 


He Gen rer, 


dès que 21, 22 € B(a;6). 


480 Applications conformes 


DÉMONSTRATION 


Posons 
M, = sup {|f(2)| 26€ Ba; ph, JE F} 


où p > O est tel que B(a;p) C À; puisque F est localement bornée dans À, 
il existe r > O tel que Mo, < oo avec B(a;2r) € À. Si y(t) = a + 2reît, 
0 £t< 2r, on a, d’après la formule de Cauchy, pour z1, 22 dans B(a;2r) et 


Peu 
1 1 1 
E __— = d 
fa)= en 5 Of) 
(7.30) 
— ns = ® a _ d2. 
7 (z T— 21 )Cz 5 22) 
Notons que si 21, z2 sont dans B(a;r) et si |z — a| = 2r, alors 
|z — 21||2 — 22] >r-r=r ; 
on déduit donc de (7.30) que si z1, z2 sont dans B(a;r) et f € F, alors 
Z1 — Z M. 2 
Le) — fn) < Baron 2j 20 Me. (731) 


Si on choisit 6 > 0 tel que 6 < r et (46/r) Mo, < €, alors (7.31) conduit à 


HO) ES CES 
dès que z1, z: sont dans B(a;6) (car alors |z1 — z2| < 26). + 


REMARQUES. On formule le lemme en disant qu’une famille de fonctions 
holomorphes F localement bornée dans À est équicontinue dans À (ce qui 
veut dire que pour tout € > 0 et pour tout point a € À, il existe un 6 > O tel 
que [f(21) _- f(x) < € pour tout f € F dès que z1, zo € B(a;6)) 

De (7.31) on constate que si la famille de fonctions holomorphes F est 
localement bornée dans À, alors la famille F' formé des fonctions f', fe F, 
est aussi localement bornée dans A. En effet, on a de (7.31) 


2 
(C2) < = Mar, ME PTE Te 


Il est utile de formuler l’énoncé sur les familles holomorphes localement bornées 
comme suit : soit F une famille de fonctions holomorphes localement bornée 
dans À (une partie ouverte non vide de C) ; pour toute > 0 et pour toute partie 
compacte K C À, il existe un 6 > 0 tel que 


HÉNSEIRE NME (7.32) 


dès que 21, 22 € K, |z1 — z2| < 6. 
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DÉMONSTRATION 


De ce qui précède, on sait qu’il existe pour tout a € K un 64 > 0 tel que 


f(a)-f(m)<s, fer, 


dès que 21, 22 € B(a; 6) ; puisque K est compact, il existe un nombre fini de 
disques B(a;; (1/2) 6a;), j = 1,..., N, dont la réunion contient K. Soit 


_ 1 
6 = min( 56 es 5 En): 


pour tout z € K°, B(2;6)est contenu dans B(a;;6a;) pour un indice j. En effet, 
il existe 7 tel que z € B(a;;(1/2) 6a;) :siÇ € B(z;6), alors 


il 1 il 
[6 — ajl < ÉSCIUES ajl <8+ 3 êa; < 3 da; + 3 da = ba; 


ce qui montre que 
BG 0hMeB ar 00) 


Si z1, 22 de K sont tels que [21 — z2| < 6, alors 29 € B(z1,6) C B(a;;6a,) pour 
un 7j ; puisque 


€ € 
fa)-fta)l<;, @)-fa)<s, fe7, 
on obtient 
CIE SE 
dès que |21 — z2| < 6, 21, 22 dans K. + 


7.6.5 Lemme 


Soit À une partie ouverte non vide de € ; soit D une partie dense de 
À (c'est-à-dire D € A, De {on }nen est une suite de fonctions 
holomorphes localement bornée dans À telle que limn gn(d) eriste pour tout 
d € D, alors {an} converge vers une fonction g holomorphe dans À, unifor- 
mément sur toute partie compacte de À (sect. 5.8). 


DÉMONSTRATION 


On établit d’abord que 


g(z) = lim 9n(2) 


n— 00 


existe pour tout z € À. En effet, size Aete>0,onaunô >0 tel que pour 
[21 = 29| 0 21 dan. B(z;6) (8 7.6.4), 


€ 
|9n(z1) — n(22)| S sai EN 
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soit dE D tel que |z2-d| <6; pourmneNona 
\9m(z) — gn(2)| < |gm(z) — 9m(d)| + |9m(d) — gn(d)| + |gn(d) — gn(z)| 
< À + [om(d) — on(o)| (7.33) 
si no est tel que pour M,n > n0 
[om (d) — gn(d)| < à, 
alors on a de (7.33) que 
Î9m(z) — gn(2)|<e, m,n>no, 


ce qui donne l'existence de g(z), z € À. 
Soit K une partie compacte de À ; pour € > 0, on obtient de (7.32) 
l’existence d’un 6 > 0 tel que 


€ 
[9n(21) = 9n(22)| Se 3 00 EN: 


dès que 21, z2 sont dans K avec |21 — z2| < 6. Puisque K est compact, il existe 


un ensemble fini de points a1, ..., an dans À tel que chaque point z € K est à 
une distance inférieure à 6 d’un des points a1, ..., an ; en effet, {B(a . Dre 
est un recouvrement ouvert fini de K, ce qui donne l’existence de a1,...,an 
dans K tels que 

N 

Je U B(a;; 6). 

jæi 

Puisque limn gn(a;) existe, j = 1, ..., N, il existe un no tel que 
€ - 
|9m(aÿ) — gn(a;)| < à j= 1. N, 


dès que m, n > no ; on reprend le raisonnement de (7.33) pour avoir 
at) — n(z)| RE, FEUX (7.34) 


dès que m, n > no ; en effet, si z € K, on prend un a; tel que [z—a;| <6; en 
prenant d = a; dans (7.33), on a bien (7.34). Si m — co dans (7.34), on obtient 


[g(z)=gatzl<e, 2EK,n>7 


d’où 
sup {|9(z) — 9n(z)| 5 & e K} ET re 
ceci étant pour € > 0 quelconque (no dépendant de € et de K), on conclut que 


9n(z) — g(z) (n — co) uniformément en z € K. La fonction g est holomorphe 
dans À d’après le théorème de Weierstrass (prop. 5.8.4). + 
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7.6.6 Théorème de Montel 


Soit {fnhuen une suite de fonctions holomorphes localement bornée dans 
une partie ouverte non vide À de €. Il existe une sous-suite qui converge unifor- 
mément sur toute partie compacte de À, vers une fonction holomorphe dans À. 


DÉMONSTRATION 


Soit D une partie dénombrable et dense dans À ; on peut prendre D 
comme les points z de À tels que Re z, Im z sont rationnels. D’après le procédé 
diagonal de Cantor ($ 7.6.3), on a une sous-suite (notée {gn},,en) de {fn} telle 
que limy gn(d) existe pour tout d € D. Le lemme 7.6.5 permet de conclure que 
la sous-suite { Ga) converge uniformément vers une fonction holomorphe dans 
A sur toute partie compacte de À. + 


7.6.7 Critère de convergence de Montel 


Soit {fn}nen une suite de fonctions holomorphes localement bornée dans 
une partie ouverte non vide À de C. Si f est une fonction holomorphe dans À 
telle que toute sous-suite { fn; }j>0 qui converge uniformément sur toute partie 
compacte de À possède f comme limite, alors fn — f (n — co) uniformément 
sur toute partie compacte de À. 


DÉMONSTRATION 


Sinon, on aurait une partie compacte K C À telle que 
[fn — fx = sup ne) — F2) 
zeK 


ne convergerait pas vers 0 lorsque n — co ; il existerait donc un € > OÜ et une 
sous-suite {9n} de {fn} telle que 


lgn — fllx > €, n € N. 


Si { fn; } est une sous-suite de { ÿn } qui converge uniformément sut toute partie 
compacte de À (l'existence d’une telle sous-suite étant garantie par le théorème 
de Montel ; $& 7.6.6), alors sa limite ne peut pas être f ; ceci est une contra- 
diction. + 


7.6.8 Remarques terminologiques 


Soit À une partie ouverte non vide de € ; une famille F de fonctions 
holomorphes dans À s’appelle famille normale (dans À) si toute suite de 
fonctions dans Æ possède une sous-suite qui converge uniformément sur toute 
partie compacte de À. Avec cette terminologie (introduite par Montel et de- 
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venue traditionnelle dans cette théorie), on peut reformuler le théorème de 
Montel ($ 7.6.6) comme suit : une famille F de fonctions holomorphes locale- 
ment bornée dans À est une famille normale dans A. On peut aussi démontrer 
la réciproque : si F est une famille normale dans À, alors F est localement 
bornée dans À. En effet, si F n'était pas localement bornée dans À, on aurait 
une partie compacte À dans À et une suite os dans F telle que ] fn re — 00 
(n — oo) où 


fn] re = sup /n(2)| ; 


or une telle suite Men ne peut pas avoir une sous-suite qui converge uniformé- 
ment sur toute partie compacte de À puisque cette propriété n’a déjà pas lieu 
pour la partie K. 


7.6.9 Théorème de Vitali 


Soit À un domaine dans C ; soit { fn} 
phes, localement bornée dans À ; soit 


neN Une suîte de fonctions holomor- 


o= { € À: Jim Inta) existe} . 


Si C' possède au moins un point d’accumulation dans À, alors ti converge 
uniformément sur toute partie compacte de À. 


DÉMONSTRATION 


D'après le critère de convergence de Montel (8 7.6.7), il sufht d’établir 
que toute sous-suite de {fn} qui converge uniformément sur les parties com- 
pactes de À converge vers une même fonction f ; or, si deux telles sous-suites 
convergent vers g et h respectivement, alors g(z) = h(z), z € C'; puisque g et 
hk sont holomorphes dans À (un domaine), le principe d'identité des fonctions 
holomorphes (corollaire 5.2.3) donne que g = h dans À. + 


REMARQUES. Le théorème de Vitali est une illustration surprenante du phéno- 
mène de «contagion » dans la convergence des suites de fonctions holomorphes 
{ fn} ; il suffit que la suite converge sur un ensemble C pour que cette con- 
vergence se propage ailleurs (pourvu que la suite soit localement bornée). Au- 
cun théorème de ce type n’est imaginable dans la théorie des fonctions non 
holomorphes. 


Le théorème est aussi appelé le théorème de Vitali-Porter ; une discussion 
historique détaillée est donnée dans [31, vol. 2, p. 138]. 


Théorème de Riemann 485 


7.7 THÉORÈME DE RIEMANN 


7.7.1 Préliminaires 


Rappelons qu’un domaine #2 de € s’appelle domaine élémentaire 
(sect. 5.6) si toute fonction f holomorphe dans {2 possède une primitive F 
dans ® (c’est-à-dire F'(z) = f(z), 2 € 2). On à vu que dans un domaine 
élémentaire 2, toute fonction holomorphe f, telle que f(z) # 0, z € 2, pos- 
sède une racine carrée holomorphe : il existe une fonction holomorphe g dans 
A telle que g?(2) = f(2), z € 92 (8 5.6.5(iv)). Les domaines élémentaires sont 
caractérisés par leur simple connexité (ce qui sera démontré dans la section 7.8). 


7.7.2 Proposition (théorème de Riemann) 


Soit £2 un domaine élémentaire de € avec 9 £ C ; si a € 2, il existe une 
unique application conforme @ de sur U = {z:[2| < 1} telle que pla) = 0, 
p'(a) > 0. 


DÉMONSTRATION 


L'unicité de 4 a déjà été démontrée (prop. 7.3.2); on a aussi vu que la 
condition {2 # € est bien nécessaire (8 7.2.5). 

Posons F pour la famille de fonctions f, injectives et holomorphes dans 
2, telles que 


f@)=0, f{a)>0, fG)I<1,2€e0. 


Démontrons d’abord que F est non vide ; puisque {2 £ €, il existe un a & #7; 
soit g une racine carrée, holomorphe dans f2, de la fonction z2+ 0) 2er 


g()=(z-a), 2€9, 
dont l'existence est garantie par le fait que {2 est un domaine élémentaire et 
z à £ 0, z € 9. Notons que g est injective dans f? et g(a) £ 0; de plus, 
g(z1) # —g(22) pour 21, 22 dans 2. Soit € > 0 tel que 
g(9) > B(g(a);e) = {w : |w — g(a)| <e} ; (7.35) 
l'existence de € est garantie par le fait que g(f2) est un domaine ; alors 
g(2)n B(-g(a);e) = 0, (7.36) 


car sinon, on aurait un Z1 € {2 tel que 


]g(z1) + g(a)| < € 
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d’où on aurait un z9 € {? tel que g(z2) = —g(z1) (à cause de (7.35)), ce qui est 
impossible. Pour z € f?, posons 

g@)-a@) ,_e s(a)#(@) 

g(z) + g(a) 4 |g(a)|*g/(a) 


h est holomorphe et injective dans {2 (car g est holomorphe et injective dans 
A avec g(z) # —g(a), z € 2). Aussi, h(a) = 0 et un petit calcul montre que 


1, cg{a) _ € ]g/(a)] 
os 2 g(a) 8 |g(a)|° é 
De plus, on a 
TOO TEE 
En se 


d’où (définition de c) 
[A(z)| < : HAINE EP EC: 
Au total, on a donc établi que h € F. Posons 
Snpi (a): FE A UUES CCR 


Il existe alors une suite RES dans F telle que f/(a) — M lorsque n — oo. 
Puisque F est une famille normale dans {2 (8 7.6.8), il existe une sous-suite 
{ fn, } qui converge vers une fonction @ holomorphe dans {2, la convergence 
étant uniforme dans toute partie compacte de {2 (8 7.6.6, théorème de Montel). 
D'après le théorème de Weierstrass (prop. 5.8.4), fn, (z) — w'(z) (& — oo) 
pour tout z € {2. Il est alors évident que w(a) = 0, lp(2)| < 1 pour 2€ Net 
p'(a) = M, ce qui montre aussi que M < co. Puisque w'(a) > 0, w n’est pas 
une fonction constante ; puisque 4 est une limite des fonctions injectives fn, , 
on conclut du théorème d’injectivité (prop. 5.8.8) que w est injective dans 2. 

Puisque lp(z)| < 1,2 € 2, et d'autre part w(2) est un domaine, on 
conclut que [p(z)| < 1,2 € (2, c'est-à-dire 


CUITE 
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démontrons que @(42) = U. Sinon, on aurait B € U tel que RARE EDS 
la fonction 
p(z) — 8 


ZED ——=——, ze, 
1-Bçe(z)' 
serait une fonction holomorphe dans {? qui ne s’annulerait jamais dans {2 (et 
dont les valeurs seraient toujours dans U ; cf. prop. 7.3.3). Soit Ÿ une racine 
carrée de cette fonction, holomorphe dans #, c’est-à-dire 


D HU LV, 
D C0 
posons | | 
Y(z) — Y(a) '(a) 
Fr) = ce — = 2 À 
Paye © wa °°° 


Notons que w, et donc F, sont des fonctions injectives et holomorphes dans #2, 
à valeurs dans U (à cause de la proposition 7.3.3) ; aussi, F(a) = 0 ; un calcul 
montre que 


F'(a PO ee IE 0). 


290 1/2 
1-fé@a) 28/7 
Ainsi, F'(a) > 0, ce qui montre que F € F; d’autre part, l'inégalité 


15415 1/2 
et le fait que (0) = M montrent que F’(a) > M, ce qui contredit la définition 
de M. On conclut que w(9) = U. + 


REMARQUE. La dernière partie de la démonstration précédente peut être vue 
comme la preuve de l’affirmation générale suivante : soit & : (2 — U une 
fonction holomorphe injective telle que (a) = 0 ; si 4 n’est pas surjective, 
alors il existe une fonction F : (2 — U, holomorphe, injective, F(a) = 0 avec 
|F'(a)| > [e/(a)|: 


7.7.8 Remarques sur la démonstration du théorème de Riemann 


La démonstration présentée ci-dessus suit de près celle donnée dans le 
livre de Ahlfors [1, p. 222]. Sa simplicité et sa clarté doivent beaucoup aux 
améliorations successives apportées par plusieurs excellents analystes dont nous 
ne mentionnons seulement que Koebe, Carathéodory, Féjer, Riesz et Ostrowski. 
Une analyse historique claire des voies menant vers ce type de démonstration 
est donnée dans [31, vol. Il, pp. 157-163] ; une présentation des différentes 
démonstrations du théorème de Riemann peut être vue dans [6, pp. 337-343]. 

Riemann énonce son théorème dans sa thèse de 1851 ; il esquisse une 
démonstration en s'appuyant sur une résolution du problème de Dirichlet 
(sect. 7.9) ; sa discussion basée sur le principe de Dirichlet est critiquée par 
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Weierstrass en 1870. La validité de cette méthode de Riemann a néanmoins pu 
être établie par les travaux de Hilbert et de Courant durant les années autour 
de 1910. Il est intéressant de noter que Osgood a donné une démonstration 
complète du théorème de Riemann dans un article de 1900 ; c’est peut-être la 
première preuve complète de ce théorème, même si elle n’a pas attiré l’attention 
qu’elle méritait lors de sa publication. 


Le théorème de Riemann n’est qu’un premier aspect important de la 
théorie des applications conformes. Il nous amène immédiatement à d’autres 
questions importantes ; nous aborderons quelques-unes d’entre elles dans la 
suite (8 7.7.4, sect. 7.9 et 7.10) sans en donner des démonstrations détaillées. 


7.7.4 Comportement d’une application conforme à la frontière 


Une question importante en relation avec l'existence de l’application 
conforme @ : {2 — U du théorème de Riemann (prop. 7.7.2) est la suivante : 
peut-on prolonger  continâment sur {? de telle sorte que y devienne un ho- 
méomorphisme entre Fr #2 et FrU ? Pour que la réponse soit affirmative, il 
est évidemment nécessaire que la frontière de {2 soit une courbe de Jordan; 
un domaine f? dans € tel que Fr {2 est une courbe de Jordan s’appelle do- 
maine de Jordan. Un domaine de Jordan {2 est évidemment un domaine 
borné et on peut démontrer qu’un tel domaine f2 est aussi un domaine élémen- 
taire (sect. 7.8) ; un théorème important de Carathéodory-Osgood entraîne que 
toute application conforme w : $2 — U (f2 un domaine de Jordan) se prolonge 
à un homéomorphisme entre #2 et U ; en fait, ce théorème est valable pour 
w : $2 — D, D et {2 étant deux domaines de Jordan et w est une application 
conforme entre #2 et D. On trouvera un exposé dans [20, vol. I, p. 383]. L'étude 
du comportement d’une application conforme w : 2 — D autour de Fr 9 est 
en général assez compliquée ; elle à donné lieu à de nombreux travaux. 


7.8 SIMPLE CONNEXITÉ 


7.8.1 Introduction 


Le théorème de Riemann (prop. 7.7.2) est généralement énoncé en termes 
d’un domaine #2 € qui est simplement connexe, une notion qui est formu- 
lée en utilisant le langage d’homotopie. L'objectif de cette section est d'établir 
brièvement qu’un domaine de € élémentaire en notre sens (sect. 5.6) est exacte- 
ment un domaine simplement connexe. Un bénéfice direct de cette équivalence 
est que tout domaine homéomorphe à un domaine élémentaire (c’est-à-dire sim- 
plement connexe) est aussi un domaine élémentaire. Il est facile de voir qu’un 
domaine qui est conformément équivalent à un domaine élémentaire est égale- 
ment un domaine élémentaire ; le fait qu’un domaine seulement homéomorphe 
à un domaine élémentaire soit aussi un domaine élémentaire est plus subtil. 
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7.8.2 Généralisation de l'intégrale curviligne 
Soit f une fonction holomorphe dans un domaine f? de C. Dans ce para- 


graphe, nous définissons e f(2) dz pour un chemin continu quelconque + dans 


2 ; lorsque 7 est un chemin C1 par morceaux, la nouvelle définition coïncide 
avec l’ancienne. 


Si 21 et z2 sont deux points de {2 tels que le segment fermé [z1, 22] est 
contenu dans {2, nous posons 


free ro 


Soit y:[a,b]— 9 un chemin continu ; on peut choisir 
D 0 
tels que si z; = y(t;), j = 0,..., n, alors 
diamètre (y(4 #1) ea(f(te 0 0 NS; <n 1 (737 
Rappelons que si ACC, BCC, 
diamètre(A) = sup{fw; — w2| : wi, wa € A} 


et 
d(A, B) = inf{fw: — w)| :WEA, WE Die 


Posons 


nn 
CP E0 0 2) Dar HLOES (7.38) 
j=0"# 

Démontrons que le côté gauche de (7.38) est indépendant du choix des points 
20, -.., 2n pourvu qu'ils soient assujettis à (7.37). Il suffira pour cette démons- 
tration de vérifier que l’adjonction d’un seul point € = y(s), tj, < 8 < tÿ+1, 
ne change pas la somme concernée. Or l’adhérence du domaine triangulaire de 
sommets z;5, @, Zj+1 étant entièrement contenue dans f2, on conclut du théo- 
rème de Cauchy que l'intégrale de f sur le chemin triangulaire est nulle, ce qui 


donne 
Ç Zj0+1 Zjo+1 
J'roa+ [roue fee: 
Zjo ç Zjo 
ainsi, 
I,( ; Z0; +: Z30» de Zj0+1 **": Zn) = 1,(},; 20; --.; 2n). 
Etant donné deux suites {z0, ..., 2} et {20, ..., z/,} du type (7.37), il suffit 


de considérer une seule suite qui les combine et de déduire de ce qui précède 


que 
ES a 0 za). 
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Î Or 


pour la quantité ainsi définie par (7.38). Démontrons que si 7 est C1 par mor- 
ceaux alors 


Posons (temporairement) 


[10 du J2)de (7.39) 


En effet, dans ce cas, sie > 0, on peut choisir z; = z(t;), j = 0,..., n, ci-dessus 
tels que (7.37) soit satisfait et 


n—1l zj4+1 
fo] : HO) de ete 
Ÿ j=0 2j 


d’où l’on conclut que 


€ > 0 étant arbitraire, (7.39) est établie. Dorénavant, nous écrivons 


Î JG)dz 


pour l'intégrale ainsi définie pour f € H(92) et y un chemin continu dans #2. 
On peut établir sans peine que 


[.. fs = à soar+ | Hide 


[res = Î fe) de 


où 7 est le chemin opposé à + et y1 V2 est la juxtaposition de 1 et y2 (d’abord 
1 ensuite y2). 
Si 2 est un domaine élémentaire 


frs — 


dès que f € H(9) et y est un lacet dans (2. 


DÉMONSTRATION 


Soit F une primitive de f dans {2 ; calculons 1e f(z) dz avec (7.38) ; alors 


[10 di dE) nd 27 2") 


CAT 20 = 2n à Cause du fait que y est un lacet. + 
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7.8.3 Intégrale sur un lacet d’un type spécial 
Soit f € H(Q), ! un domaine de C ; soit 
RON) SOA 


une application continue. La restriction de H à Fr[0, 1]? donne un lacet a 
dans {2 que l’on peut écrire de la façon suivante : 


a = @j V à V a3 V aa 


où 
BAD EN AA) QE | 
ap(u) = H(1,u), O<u<l1 
Sable FER US Die 
Au) = (0 mn) MO x ul 
Nous démontrons que 
J fe)as=0. (7.40) 
(07 
DÉMONSTRATION 
Pour =2% posons 
j j+l k k+1 
K';,k = Rs x D one 0 il... le 
À n n n n 


La restriction de H à FrK;K4 définit un lacet ak dans (comme expliqué ci- 
dessus pour Hwo,172)- Si n est assez grand, chaque K;£ sera inclus dans un 
disque ouvert contenu dans {2 ; un disque ouvert étant un domaine élémentaire, 


on aura 
1 fG)dz=0 
ak 


d’après ce qui est dit dans le paragraphe précédent. Notons que 
ONCE 
: no 


ce que l’on vérifie en faisant une petite esquisse de la «partition» du carré 
[0, 1]? parles carrés K;,K orientés de manière appropriée. Ceci établit (7.40). + 
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7.8.4 Homotopie 
Soient yo et Y1 deux chemins dans un domaine #2 de € ayant les mêmes 


origines et fins ; nous supposons (sans restriction de généralité) que les deux 
chemins sont paramétrés par [0, 1] de sorte que 


%0(0) =#1(0), (1) = (1). 


On dit que 0 et y1 sont homotopes dans {2 (avec extrémités fixes) s’il 
existe une application continue 


H:[0,1]x[0,1]J— 9 
telle que 


OS OPN EA C DEEND ENl 
H(O,u) = %0(0) = (0), H(i,u) = +1) 


Il 
= 
= 
=) 
/\ 
= 
//\ 
(= 


Autrement dit, si Hy(t) = H(t,u), alors Ho = yo, H1 = "1 et les chemins 
Hy (0 < u < 1) ont les mêmes origines et fins. L'application Æ s’appelle 
une homotopie des chemins entre 0 et 1 dans #2 (avec extrémités fixes). 
Intuitivement, À donne une déformation continue à 70 pour obtenir 1, tout 
en restant dans {? et en laissant fixes les extréminés. 


Pour un domaine convexe {2 dans €, deux chemins quelconques Y0 et y1 
dans {2 ayant les mêmes origines et fins sont homotopes dans {2 (avec extré- 
mités fires). 


En effet, 
H(t,u)={(1-u)y(t)+un(t), 0<t,u<l1, 


donne une homotopie entre 1 et y1 dans #2. 


7.8.5 Proposition (version homotopique du théorème de Cauchy) 


Si Yo et 1 sont deur chemins homotopes avec extrémités fires dans un 
domaine {2 de €, alors 


INOCES f() d2 


pour toute fonction f holomorphe dans (2. 
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DÉMONSTRATION 


Soit 
FT à OP), TT 


une homotopie des chemins entre +0 et 1. Si & est le lacet donné par la res- 
triction de H à Fr[0, 1]?, on sait du paragraphe 7.8.3 que 


Jreœa=0. 


Or a = a1 V @2 V a3 V as avec &1 = Yo, a3 = #1 (opposé de 1) et a, a4 des 
chemins constants ; donc 
J fa 
F. 


ji 2) 


0= | Ha = 


Il 
—— 
h 
Re 
[N] 
LA 
en 
[N] 
| 
— 
—# 
LS 
N 
LA 
mi 
N 


car les intégrales sur a2 et «4 sont nulles. + 


7.8.6 Homotopie des lacets 


Soit 7 un lacet dans un domaine {2 de €, paramétré par [0, 1]; posons 
(0) = (4) = p. On dit que 7 est homotope à un point (ou homotope à 0) 
dans {2 si les chemins 0 = 7 et 1 = p (1 est le chemin constant donné par 
y1(6) = p, 0 <t < 1) sont homotopes dans #2 avec extrémités fixes. 

Un domaine f2 de € se dit simplement connexe si tout lacet dans #2 
est homotope à un point dans #2. 

Une conséquence immédiate de la proposition 7.8.5 est la suivante : si y 
est un lacet homotope à un point dans #2 et f est holomorphe dans (2, alors 


frae-0; 


en particulier, si 2 est simplement connexe, je Jade =\(\pour tout lacet 
7 dans #2 et toute fonction f holomorphe dans f2. Du paragraphe 7.8.4, on 
conclut qu’un domaine convexe dans € est simplement connexe car dans un 
tel domaine deux chemins quelconques ayant les mêmes origines et fins sont 
homotopes (avec extrémités fixes). 


7.8.7 Lemme 


Si {1 et (2 sont deux domaines homéomorphes de € et si {i est sim- 
plement connere, alors {22 est aussi simplement connexe. 
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DÉMONSTRATION 


Soit w : 1 — 2 un homéomorphisme. Si y est un lacet dans {2 (pa- 
ramétré par [0,1]), alors 8 = @-lo7est un lacet dans 21. Puisque {21 est 
simplement connexe, B est homotope à un point dans {y ; soit 


PNA ee? 
une homotopie de 8 à B(0). Alors H = @o h donne une homotopie de 7 à un 
point dans f ; en effet, 

H:[0,1]x[0,1] — @ 


est continue et 


Nous énonçons maintenant la proposition principale de cette section. 


7.8.8 Proposition (équivalence entre les domaïnes élémentaires et les do- 
maines simplement connexes) 


Un domaine {2 dans C est simplement connexe si et seulement s'il est un 
domaine élémentaire. 


DÉMONSTRATION 


Supposons que {2 est simplement connexe ; démontrons que toute fonction 
f € H(9) possède une primitive dans #2. En effet, fixons un point p € A et 
posons 


F()= | FO EE 


où 7; est un chemin quelconque reliant p à z dans {2 ; F(z) ne dépend pas du 
choix de y; car si 8, est un autre chemin reliant p à z dans {, alors a = y, VB, 
est un lacet dans {2 (dont le début et la fin sont p), ce qui donne (d’après 8 7.8.6) 


0= | roc = ECC 


Si [h| est suffisamment petit, le segment [z, 2+ h] est dans {2 dès que z € 9; 
donc 


FG+h-F()=] fo 
[2,2z+h] 
d’où un petit calcul donne (8 3.5.2) que 
F = 
F(z) = im ERP) L s(), » E 


Ceci montre qu’un domaine simplement connexe {2 est un domaine élémentaire. 
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Supposons maintenant que f? est un domaine élémentaire; si = €, 
alors f?, étant convexe, est simplement connexe (8 7.8.6). Si {2 Æ C, on sait 
d’après le théorème de Riemann que {2 est homéomorphe au disque unité ouvert 
U qui est simplement connexe (à cause de sa convexité) ; le lemme 7.8.7 permet 
de conclure que f2 lui-même est simplement connexe. + 


REMARQUE. On conclut que tout domaine simplement connexe {2 dans € est 
homéomorphe à U. En effet, si 9 = €, ceci est démontré dans le paragraphe 
7.2.5, ; si {2 Æ C, c’est une conséquence du théorème de Riemann. 


7.8.9 Remarques 


Une conséquence topologique importante du théorème de Riemann doit 
être soulignée ici : deux domaines simplement connexes de € sont homéomor- 
phes. En effet, on a vu ci-dessus que tout domaine simplement connexe (donc 
élémentaire) {2 de € est homéomorphe au disque unité ouvert U ; ainsi, si {2/ 
est un autre domaine simplement connexe de €, {2/ est aussi homéomorphe à 
U ; on en conclut que #2 et 7’ sont homéomorphes. 

Il faut remarquer que ce genre de résultat est en défaut dans RV, N > 2. 
Ainsi, RV et RV \ {0} sont deux domaines simplement connexes dans RV sans 
être homéomorphes si N > 8 ; nous ne démontrons pas cette affirmation ici ; 
une preuve rapide peut être donnée en utilisant la cohomologie de de Rham 
esquissée dans le volume 1 (sect. 7.10). 


Les domaines simplement connexes dans € ont plusieurs autres proprié- 
tés caractéristiques remarquables ; on trouvera une liste de 15 de ces propriétés 
dans {6, p. 344]. Une propriété géométrique (visuellement évidente) qui carac- 
térise les domaines simplement connexes f? de € est que le domaine intérieur 
associé à toute courbe de Jordan dans {2 est contenu dans #2. Cette propriété 
justifie la description intuitive souvent donnée pour les domaines simplement 
connexes dans { : ce sont les domaines qui n’ont pas de «trous ». 

Dorénavant, nous n’utiliserons plus la terminologie «domaine élémen- 
taire» ; ces domaines seront appelés « domaines simplement connexes», ce qui 
est justifié par la discussion précédente. Pour les propriétés analytiques impor- 
tantes des domaines simplement connexes, on doit donc consulter la section 5.6 
consacrée à la notion équivalente des domaines élémentaires. 


7.9 APPLICATION CONFORME ET PROBLÈME DE DIRICHLET 


7.9.1 Introduction 


Le problème de Dirichlet a été introduit dans la section 5.7 ; il consiste 
en la détermination d’une fonction harmonique w dans un domaine #2 lorsque 
ses valeurs sont données sur Fr f2. Plus précisément, si à : Fr 2 — KR est une 
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fonction continue donnée, on veut déterminer une fonction continue u : {2 — R 
telle que u est de classe C? dans # avec 


Au— (dans Du = «suroni?e 


On a vu que si {2 est un domaine borné, u est uniquement déterminé pourvu 
qu'il existe. 

Le problème de Dirichlet est un des problèmes importants de la théorie 
des équations aux dérivées partielles ; ce problème, nous l’étudierons dans Tu 
dans le volume 3 ; ici, nous considérons seulement le cas R? où R? est identifié 
LE 

Supposons que w : {2 — {21 est une application conforme du domaine 2 
de € sur le domaine f1 de €. Si u1 : {21 — KR est une fonction, u = u1 0 
donne une fonction réelle définie dans 4 ; on a alors u harmonique dans {2 si et 
seulement si ui est harmonique dans {2. En effet, si u1 est harmonique dans 
1, alors pour tout point b1 € 21 et tout disque ouvert D1 dans {21 contenant 
b1, on peut trouver une fonction f1 holomorphe dans f21 telle que uw = Re fi 
dans Di; si f = f10v, alors f est holomorphe dans V = w-!(D;) qui est un 
voisinage ouvert de b = @—1(b1) et 


u=uop=Refop=Ref 


dans V, ce qui montre que uw est harmonique dans V. Ceci étant vrai pour un 
voisinage ouvert d’un point b quelconque de 2, on conclut que u est harmonique 
dans 2. Puisque uy = uow=l et 571 : 9; — {2 est conforme, on voit de même 
que si w est harmonique dans (2, alors u1 est harmonique dans f1. 

L'intérêt de la discussion précédente réside dans le fait que si {1 est un 
domaine simple (par exemple, le disque unité ouvert U ou le demi-plan supé- 
rieur ouvert), alors le problème de la détermination des fonctions harmoniques 
dans #2 est équivalent au problème, peut-être plus simple, de la détermination 
des fonctions harmoniques dans #21. Grâce au théorème de Riemann, on peut 
ainsi transférer la résolution du problème de Dirichlet dans un domaine sim- 
plement connexe quelconque {2 à celle dans U ; nous discuterons ce point un 
peu plus en détails. 

D'autre part, il faut savoir que le problème de Dirichlet est résoluble pour 
un domaine f? assez général ; nous indiquerons comment on peut en déduire le 
théorème de Riemann. Dans la pratique, on se sert de la solution du problème de 
Dirichlet pour des domaines généraux afin d’obtenir les applications conformes 
des domaines non simplement connexes (où le théorème de Riemann n’est pas 
applicable) sur des domaines plus maniables. 


7.9.2 Une formule explicite 


Soit y : $2 — D une application holomorphe, {2 et D étant deux parties 
ouvertes de € ; pour f : D — R, posons F = f ow. Si f est de classe C? dans 
D, alors 


AF(2) = Af(p(e)) |p (of. (7.41) 
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DÉMONSTRATION 


Posons @ = @1 + ip2, w1 = Rew, 2 = Imw; des équations de Cauchy- 
Riemann on a (en écrivant 2 = x +iy) 


Digi = Dos, Dogr = Di, Due il = 


On obtient (7.41) en faisant les calculs suivants : on a 


DiF = D; f Digi + Dof Div 
D2F = D; f Doi + Dof Di 
en écrivant F(z) = f(p1(x,y), pa(x, y)), en utilisant la formule de la dérivation 


des fonctions composées et en convenant que les D; f représentent D; f o 6. De 
même, avec DK f représentant D;£f 0 w, 


DEF = {Dis f Diga + Di2f Dip2}Digi + Dif Diiyi 
+ {D12 f Digi + Dao f Dip2}D142 + Do f D22p2 


D22F = {D11f Dogs + Di12f Dap2}D2gi + Dif Dog 
+ {D12f Doi + Dao f Dog2}Dogpo + Dof D22wp2. 


Notons que 
w'|° = (Digi) +(Dayi)"= (Dig2)°+(Doy)” 
à cause des équations de Cauchy-Riemann. Donc 
TD 10) 2: | + (Da2f)|e! Ê= (Af op)|' k 
en observant que 
Di141 + Dao = 0, Di192 + D222 = 0 
et que le coefficient de D2f vaut 
2(D1g1 Di2 + Dog Daga) = 2(—Dié1 Dapi + Digi Dayi) = 0 
à cause des équations de Cauchy-Riemann. + 
De (7.41) on déduit que F est harmonique dans £2 si f est harmonique 
dans D, résultat que l’on a obtenu sans calcul dans le paragraphe précédent 


(l'hypothèse où y est bijective n’est pas nécessaire pour la déduction de l’harmo- 
nicité de F à partir de celle de f). 
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7.9.3 Solution du problème de Dirichlet en partant du 
théorème de Riemann 


On suppose que #2 est un domaine simplement connexe borné tel que Fr f2 
est une courbe de Jordan ; autrement dit, {2 est un domaine de Jordan. D’après 
le théorème de Riemann sous sa forme signalée dans le paragraphe 7.7.4, il existe 
un homéomorphisme w : £2 — UÜ tel que y est une application conforme de 42 
sur U et | Q est un homéomorphisme de Fr 2 sur FrU (U = {z:z|<1}). 
Etant donné une fonction réelle continue @ sur Fr , 8 = & ow71 donne une 
fonction réelle continue sur Fr U ; on peut alors trouver une unique fonction 
continue 

DUR 


telle que v est harmonique dans U avec ds — #. En effet, le théorème de 
Schwarz (prop. 5.7.6) fournit une formule explicite pour v ; on a 


IL 


2 


27 
7 | P(aeit)B(et)dt, zEU, 


où P(z,eft) est le noyau de Poisson : 


Posons u = vo ; d’après la discussion du paragraphe 7.9.1, u est harmonique 
dans #2 et, évidemment, w est continue dans #2 avec u = a sur Fr? car si 
z E Fr 9, y(z) € FrU et 


u(z) = v(p(2)) = B(v(2)) = a(z). 


Ainsi uw résout le problème de Dirichlet dans #2 pour la donnée de @ à la 
frontière ; notons que si @ est explicitement connue, on a une formule explicite 
pour « en utilisant le noyau de Poisson. 


7.9.4  Déduction du théorème de Riemann à partir de la 
solution du problème de Dirichlet 


Soit f2 un domaine simplement connexe borné ; on peut démontrer que 
le problème de Dirichlet dans #2 est uniquement résoluble pour toute donnée 
continue à sur Fr f2. Pour un point a € #2, posons 


Ga(z)=ln|z2-al, zEeFr9; 


soit u4 l’unique fonction réelle, continue dans {2 et harmonique dans 2, telle 
que 
ualz)= 02) MERE 
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Puisque {2 est simplement connexe, il existe une fonction holomorphe f, telle 
que wa = Re f, dans {2 (sect. 5.6) ; posons 


palz)=(2-a)exp(-fa(e)), 2€ 9. 


Nous démontrons brièvement (en suivant {[6, pp. 335-35]) que wa est une appli- 
cation conforme de {2 sur U = {2:21 < 1}. 


DÉMONSTRATION 
Dans la suite 2 € {2 ; notons que 
Gala) 0, p(a) = oi, PAIPAE= SE EST 
[Pa(z)| = 5 = a|exp(—ua(z)) ; 
donc 
Jim [pa(z)| = |(—alexp(—-Inf{-al)=1, Cerre. 
Du principe du maximum (sect. 5.4), on conclut que 


[La(z)| A ef 


Injectivité de a : soit b € 9; si c = pa(b), posons 


__ Pal)=c. 
FAT -p0) : 


puisque |c| < 1, on sait que (prop. 7.3.3) l'application 


WC 


RS lb = 
est une application conforme de U dans Ü ; donc F est holomorphe dans {2 
et F(9) C U. On vérifie que F/wy est holomorphe dans {2 en observant que 
polz) #0 siz/bet F(b) =0, p(b) = 0, ;(b) # 0 ; on a aussi, si Ç € Fr 92, 


Car [pe(z)| — 1 lorsque z — €. D’après le principe du maximum, on conclut 
que 


puisque F(a) = —-c = —-pa(b), 


[pa(b)| < [pota)|, 
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d'où, en échangeant les rôles de a et b, on obtient [Pa(b)| — [pe (a)| et par 
conséquent 
F() 
= 1. 
po(z) 


Puisque w(z) # 0 si z # b, on conclut que F(z) # 0 si z Æ b d'où a(z) # 
Pa(b) = c pour tout z £ b. Ceci établit l’injectivité de Ya. 


Surjectivité de pa : soit c EU ; si c # pa(9), 


Le Cpa(z) 
is Pa(z) — c 


définit une fonction holomorphe dans #2 avec 


ia) = il, cer 
z—( 


d’où (selon le principe du maximum) 


on (al ==1}/c et |F(a)| > 1 donne une contradiction. On conclut que 
Pa(®) = U. * 


7.10 COMPLÉMENTS 


Le théorème de Riemann garantit que tout domaine simplement connexe 
9 dans C, 9 # C, peut être appliqué conformément sur U = {z : || < 1}. 
Il est intéressant de connaître une application conforme @ : 2 — U aussi 
explicitement que possible. Lorsque {2 est un domaine borné polygonal (c'est-à- 
dire Fr 2 est un polygone), il existe une formule pour 7 qui est assez explicite. 
Puisque le demi-espace ouvert H = = nee 0} est conformément équivalent 
à U, il suffit de donner la formule explicite pour une application conforme f : 
H — 9; ceci est fourni par la transformation de Schwarz-Christoffel (établie 
autour des années 1869-70). 

Dans la suite, (z — a)” pour a, à réels, représentent une détermination 
telle que z + (z— a)” est holomorphe dans H et continue dans H \ {a}: on 
pourra prendre 


(z— a)" = exp{alog(z — a)} 


où logé = In|(| + 16, 8 étant une détermination de l'argument de € telle que 
—7/2 < 8 < 3r/2. Notons que € — logC est holomorphe dans € \ {it : t < 0}. 
Les symboles H, U seront utilisés dans le sens donné ci-dessus pour le reste de 
cette section. 
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7.10.1 Transformation de Schwarz-Christoffel 
Soient 4],..., @n, @1, ..., Gn, des nombres réels tels que 
(DIRE EE, 
GREEN 0, a+: +an >l 


où n est un entier > 2. Posons, pour z € H, 
z +: . 
F2) = | (z— a) À ++. (z2-— an) Si (742) 
0 


où l'intégration est faite sur le segment [0 , z] ; écrivons 


de (z — 6 à ... (z _— Cm © ; 
On vérifie facilement que 


. |g(#)] dt < oo 


grâce aux conditions imposées sur les a; et les &;. Ainsi f est une fonction bien 
définie par (7.42) dans l’ensemble FH, f étant holomorphe dans H et continue 
dans H. 


Démontrons que 
lim f(z)= f(co) 
12100 
z€H 
existe. En effet, 


T— CO 
r>0 


ati ' © g(t)dt 


existe ; puisque g est holomorphe dans H et continue dans EG oo. 
on peut établir que, pour z € H,[2|=7r > 0, 


ai= fn = | g(©) ac 


où 7r est l’arc de cercle de centre 0 et de rayon r allant de r à z. On en déduit 
que 


#2) = f(I< | \gr eït)|r dt 2, 0 


car |[zg(2)| —+ 0 lorsque |z| — oo (z € H); ceci démontre que lim f(z) existe 
lorsque |z| — oo (z € H), [a valeur limite f(00) étant lim f(r) lorsque r — co 
(AU)? 
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On vérifie maintenant que lorsque z parcourt R de —-œ à co, f(z) trace 
une ligne polygonale fermée L (un lacet) dont les sommets sont f(o0), f(a1), 
+, J(an), f(co) Enefñet pour 2réel 2241, a. on à 


f'() = 92) ; 
puisque l’argument de g(z) est constant dans les intervalles 
co RAI Ne mA, co 
de l’axe réel, ces intervalles sont transformés par f en les segments de € 


] (co), f(a1)], [f(a1), f(a2)], .., [f(an-1), f(an)] , [F(an), f(co)| 


respectivement. 

Si l’on savait que la ligne polygonale L est simple, alors on pourrait 
démontrer (via le théorème de Darboux, prop. 7.6.2) que f est une applica- 
tion conforme de H sur le domaine polygonal 2 dont la frontière est L. 

Il est, en fait, difficile de savoir si L est un lacet simple donné ; néanmoins, 
on peut démontrer que si {2 est un domaine de Jordan dont la frontière est un 
lacet polygonal L, alors une application conforme & de H sur {2 est néces- 
sairement de la forme @ = c1f + c2 où f est donnée par (7.42) pour un choix 
approprié de a] < ... < an, @1, ..., @n réels et c1 et c2 complexes ; les transfor- 
mations w de ce type s'appellent les transformation de Schwarz-Christoffel. 

Même pour un domaine triangulaire ou quadrangulaire {2, il n’est pas 
facile de déterminer la transformation de Schwarz-Christoffel © appliquant H 
sur $2 ; il y à une vaste littérature sur le sujet et les formules explicites pour 
ces transformations existent. On pourra consulter sur ce sujet [20, vol. III), la 
référence classique étant [7, vol. 2]. Notre présentation suit l’excellent livre de 
Saks et Zygmund [34]. 


7.10.2 Remarques 


La théorie des applications conformes des domaines f? non simplement 
connexes est riche et intéressante. Pour en parler, il faut un peu de terminologie 
topologique ; nous la donnons dans le contexte du plan euclidien considéré 
comme C. 

Soit À C €; une composante connexe de À est une partie B de À 
telle que B est connexe et si B’ est une partie connexe de À contenant B alors 
B' = B; autrement dit, B est une partie connexe maximale de À. Si À est 
connexe, alors la seule composante de À est À lui-même. A l’autre extrême, 
il peut arriver que toute composante connexe de À se réduise à un point. En 
tout cas, les différentes composantes connexes de À sont toujours deux à deux 
disjointes et sont fermées dans À (donc fermées, si À est une partie fermée de 
©) ; la réunion de toutes les composantes connexes de À est égale à À de sorte 
que chaque point a de À appartient à une unique composante connexe de À, 
appelée la composante connexe de a dans À. 
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Soit 2 un domaine de C ; considérons les composantes connexes de {2° = 
C \ 92. On dit que {2 est n-connexe, n € N', si 9° possède exactement n — 1 
composantes connexes bornées (donc compactes) ; {2 est oo-connere, si {2° 
possède une infinité de composantes connexes bornées. On peut démontrer que 
{2 est simplement connexe si et seulement si 2 est 1-connexe. 


Le théorème de Riemann caractérise les domaines 1-connexes à une équi- 
valence conforme près : {2 est 1-connexe si et seulement si est conformément 
Équivalent a tee Cor = C 

Le théorème correspondant pour les domaines 2-connexes à été signalé 
dans la remarque d’après l'exercice 4 ($ 7.5.6) : 2 est 2-connexe si et seulement 
si f2 est conformément équivalent à U \ {0} ou à {z : p < [2] < 1} pour un 
pE ]0,i[ou 9 =C\{a} pouruna EC. 

Supposons que le domaine {2 est n-connexe, 3 < n < co, et qu'aucune 
de ses composantes connexes bornées ne se réduise à un point ; alors {2 est 
conformément équivalent à une couronne coupée par n — 1 arcs circulaires : 
plus précisément, soit 


D DEEE UE Ua) 2 e1]6, 1 


Cu ES Eun arc (Érméltdtiéercle 2 pepe = on 
alors, il existe une application conforme & : #2 — D, 6(9) = D, pour un 
choix approprié des nombres p, p; et des arcs À;. Une discussion détaillée de 
ce théorème peut être trouvée dans [20, vol. 3, p. 451] ou dans [1, p. 247]. 
D'autres domaines «standard» D utilisés dans ce contexte sont du type € 
muni de coupures constituées par n segments compacts [1, p. 252]. 

Les composantes connexes bornées (donc compactes) de 2€ (f2 un do- 
maines de C) peuvent être considérées comme des «trous» de f2. Une théorie 
précise de ces «trous» n’est pas banale ; voir [31, vol. 2, chap. 14] pour une 
présentation détaillée de cette théorie. 

Il faut observer que dans une grande partie des écrits sur le sujet, on 
considère plutôt les composantes connexes de € \ {2 ; ce procédé possède des 
avantages ; nous ne l’avons pas fait ici pour éviter une discussion topologique 
préliminaire de € (un sujet considéré dans le chapitre suivant). La terminologie 
«n-connexe» n’est pas universelle et même lorqu’elle est utilisée elle peut ca- 
cher des définitions différentes. Le terme multiplement connexe est souvent 
utilisé (surtout dans les textes français avant 1945) pour les domaines non sim- 
plement connexes et il reste populaire dans les écrits en anglais et en allemand 
(multiply connected domain, mehrfach zusammenhängedes Gebiet). La classi- 
fication esquissée ci-dessus des domaines multiplement connexes est très utile 
lorsque les domaines sont n-connexes pour un ñ fini. La littérature classique sur 
les domaines multiplement connexes est vaste mais de lecture difficile à cause 
de la terminologie topologique désuète et ambigué ; on trouvera des indications . 
complémentaires sur le sujet dans [20, vol. III] ; le livre de Burckel [6] est très 
précis sur les questions traitées et nous avons suivi la terminologie de ce dernier 
ouvrage. 
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7.11 EXERCICES 


Donslasuite = PDT" DIT 


Soit f2 un domaine de € ; si #2 # €, démontrer qu'il n’existe aucune 
application conforme de #2 sur €. 


Soit f un domaine simplement connexe de € ; si a, b € f2, démontrer 
qu’il existe un application conforme f de #2 sur {2 telle que f(a) = b. 


Soient f? une partie ouverte de € et f une application conforme de #2 
sur U. Si a € #2, déterminer une application conforme g de f2 sur U tel que 


ga) = 0, g'(a) > 0. 


Soit f(z) = Enzo cn", z EU; si [ci] > Xn>onlen| démontrer que f 
est injective en établissant que, pour 21, 22 E U, 


Hé ele za { el » ZE nlcnl}. 


m2 


Si f est holomorphe dans U et H@) < 1, z € U, démontrer que 
|f'(0)| < 1 même si f(0) = c À 0 en considérant 


ec 
= 


et en établissant |f/(0)[/(1 — |?) = [g'(0)< 1 si f est non constante 
(cf. lemme de Schwarz). 


[6] Soit f une fonction holomorphe et injective dans U avec f(0) = 0; 
démontrer que z_?f(z?) définit une fonction holomorphe injective g dans U 
telle que g(z) £ 0, z EU ; en conclure que w(z) = z\/g(z) définit une fonction 
holomorphe injective dans U telle que @(—z) = —w(z), w?(z) = f(z), z EU. 


Supposons que la fonction polynomiale f donnée par 
HO N  L 


est injective dans U ; démontrer que nan] < 1 (utiliser f'(z) # 0, z E U et les 
formules de Viète pour les racines d’un polynôme). 


Démontrer que € \ {c} (c € ©) et U \ {a} (a € U) ne sont pas confor- 
mément équivalents. (Utiliser le théorème de Liouville et la proposition sur les 
singularités artificielles.) 


[9] Soit =C \ Ü ; démontrer que #2 n’est pas conformément équivalent à 


C\{c} (ce ©). 
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Démontrer que U \ {0} n’est pas conformément équivalent à une cou- 
ronne C = {z:r1 < [2] < r2} (0 < r1 < r2 < oo) en raisonnant comme suit : 
si w : U \ {0} — C'est une application conforme, alors 0 est une singularité 
artificielle ; on peut donc écrire w = ef, f € H(U) (existence du logarithme 
. holomorphe de w dans U}); si y(t) = (1/2)eît, 0 & t < 27 et 5 = $o7y,on 
obtient la contradiction suivante : 


= pe Lu 56 Lee = [ou 


Démontrer que € \ {c} (c € C) n’est pas conformément équivalent à 
une couronne C (C étant défini dans l'exercice 10). 


Soit f : U — € une fonction holomorphe telle que Re f(z) > 0,z EU; 
posons f(0) = u9 + ivo (uo et vo réels). On démontre que, si [2] < p < 1, alors 


L =; 1+p 
< Re < 
HUE J(z) rue 
2 2 
V0 — = 2. < Im f(z) < vo + ï — 
Apuo 0 
LF(2)T < luo + évol + = TE 


en complétant le raisonnement suivant : 


(i) si g(z) = —uo(z — 1)/(2 + 1) + ivo, alors y est une application conforme 
de U sur {w : Rew > 0} avec w(0) = uo + ivo et p(B(0;p)) est le disque 
fermé D, dont un diamètre est le segment d’ extrémités 


ll SE 


, ILE 
u0 En . T0) a 
p es 
donc, de centre uo(1 + p?)/(1 — p?) + ivo et de rayon 2pug/(1 — 2 
(ii) si Ÿ = ee vof : U — U est holomorphe d’où, selon le lemme de Schwarz, 
(F(2))| < lzl, z EU ; 


(ii) on conclut que si [2] < p alors f(z) € D,, d’où les inégalités signalées. 


CHAPITRE 8 


Surfaces de Riemann 


8.1 INTRODUCTION 


On a vu au paragraphe 6.2.8 qu’en partant d’une fonction holomorphe f 
dans un domaine f2, il est utile de considérer tous les prolongements analytiques 
(g, À) de (f, 2) ; l'ensemble de ces prolongements analytiques constitue ce que 
l’on a appelé une configuration analytique. On avait indiqué que cette configu- 
ration analytique pouvait être organisée comme une surface (dite de Riemann) 
associée à f ; nous montrons dans ce chapitre comment cela est possible. 


Nous commençons par une définition générale d’une surface de Riemann ; 
elle donne une généralisation naturelle de la notion de domaines de € ; ce sont 
les espaces dans lesquels on peut définir et étudier les analogues des fonc- 
tions holomorphes d’une variable complexe. On montre ensuite qu’une surface 
de Riemann associée à f est un exemple d’un type spécial d’une surface de 
Riemann. 


Pour une présentation rigoureuse et concise de la matière de ce chapitre, 
nous sommes obligé d'utiliser la notion générale d'espace topologique, alors 
que pour le reste de cet ouvrage, seule la topologie de R? est suffisante pour 
notre développement. Nous donnons les définitions topologiques de base dans 
la section 8.2; toutes les notions topologiques (comme intérieur, adhérence, 
frontière, connexité, compacité, continuité) sont à développer ensuite comme 
pour la topologie de R\ (cf. vol. 1, chap. 1). On peut, en fait, démontrer 
qu’une surface de Riemann peut être identifiée à une partie de R° dans le 
sens qu’elle est homéomorphe à une surface orientable de classe C® dans R3 : 
ainsi, les notions topologiques nécessaires pour étudier une surface de Riemann 
sont déjà celles que l’on a vues dans l’étude des sous-variétés de RŸ dans le 
volume 1. 


Pour ne pas entrer dans de longs développements techniques, nous avons 
omis un certain nombre de démonstrations ; notre objectif est d’expliquer la 
structure générale de la théorie élémentaire des surfaces de Riemann et sa 
pertinence dans la théorie des prolongements analytiques. 

Pour la lecture de ce chapitre, il est souhaitable que l’on ait une certaine 


connaissance des notions topologiques dans le cadre d’un espace topologique 
abstrait ; néanmoins, nous avons esquissé rapidement les définitions de bases 


nécessaires pour cette lecture. 
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Ce dernier chapitre est plutôt un appendice ; il ne contient pas d'exercices. 
Son unique objectif est d’initier le lecteur à la notion générale des surfaces de 
Riemann dans le contexte des prolongements analytiques ; quelques indications 
sont données pour ceux qui voudraient poursuivre ce vaste sujet important. 


8.2 DÉFINITIONS GÉNÉRALES 


8.2.1 Espaces topologiques 


Soit 7 une famille de parties d’un ensemble X ayant les propriétés sui- 
vantes : 


Det X appartiennent à 7 ; 
e toute réunion d’ensembles de 7 est dans 7 ; 
« toute intersection finie d’ensembles de 7 est dans J. 


On dit que (X,.7) (ou X muni de la famille 7) est un espace topologique ; 
si À € JT, on dit que À est une partie ouverte de X (dans la topologie dans 
X donnée par 7). On dit aussi que 7 est une topologie dans X. 

Deux espaces topologiques (X,7), (X’,.7') sont dits homéomorphes 
s’il existe une bijection f : X — X/ telle que À € J si et seulement si f(A) € 
LA 

Soit (X,.7) un espace topologique ; une famille B € J s'appelle une base 
pour la topologie 7 si toute partie À € 7 est une réunion de parties de B. On 
dit que 7 est une topologie à base dénombrable s’il existe une base B pour 
J telle que B est une famille au plus dénombrable. 

On démontre aisément qu’une famille arbitraire B des parties de X est 
une base pour une topologie T dans X si et seulement si 


. U 2 
A€B 
si A, BEB,xEe ANB, alors il existe V € B tel que x € V EC ANB. 


Si À = C, une base pour la topologie euclidienne (usuelle) de € est donnée 
pour la famille des disques ouverts B(a;r), a € €, r € ]0,c!{. La famille 
des disques ouverts B(a;r) avec r rationnel, Re a et Im a rationnels, forme une 
base dénombrable pour la topologie usuelle de €. 

Dans la suite (et assez généralement), on définit une topologie dans X en 
donnant une base pour cette topologie. 

Soit (X,.7) un espace topologique ; si a € X et À € J avec a € À, on 
dit que À est un voisinage ouvert de a ; X s'appelle un espace séparé si pour 
tout couple de points a, b dans X il existe un voisinage ouvert À de a et un 
voisinage ouvert B de b tels que AN B = (. Il est évident que € muni de la 
topologie usuelle est un espace séparé. 
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Si À C X, (X,7) étant un espace topologique, on définit A A, Fr A 
exactement comme on l’a fait pour À C C ; la compacité d’une partie À de X est 
définie par la possibilité de choisir un recouvrement fini de tout recouvrement 
ouvert donné de À ; la définition de la connexité d’une partie reste inchangée. Si 
(X',J') est un autre espace topologique, f : X — X’ est continue si Faire 
TJ dès que À € J'. Ainsi, (X, 7) et (X’,.7!) sont homéomorphes s’il existe une 
bijection f : X — X’ telle que f et f-! sont continues. 

Notons que toute partie À d’un espace topologique (X, 7) est un espace 
topologique si on munit À de sa topologie induite T1 : 


JA A Ve Ti 


Rappelons que À s’appelle un domaine de X si À est une partie ouverte, 
connexe et non vide de X. 


8.2.2 Surfaces 


Soit (X,.7) un espace topologique séparé; X est une variété topolo- 
gique de dimension n si tout point a € X possède un voisinage ouvert À 
tel que À est homéomorphe à une partie ouverte de R? ; X est une surface 
(topologique) si X est une variété topologique de dimension 2. 

Soit À une surface ; une carte complexe dans X est un homéomor- 
phisme 4 : À — B où À est une partie ouverte non vide dans X et B est une par- 
tie ouverte de € (C étant identifié à R?) ; deux cartes complexes GR Er 
j = 1,2, dans X sont dites compatibles (ou analytiquement compatibles) 
si l'application 


prop :p1(A1 0 42) — pa(Ai N A2) 


est une application conforme. Noter que si Ai N A2 = Ÿ alors w1 et w2 sont 
compatibles ; sinon V; = 4;(A1 N 42), j = 1, 2, sont deux parties ouvertes 
non vides de € et w1, y2 sont compatibles si w2 o pr! (qui est une bijection 
de VA sur V2) est holomorphe ainsi que sa fonction réciproque. Une structure 
conforme (ou complexe) dans X est la donnée d’une famille $ de cartes 
complexes compatibles @a : Aa — Ba, à € I, telles que X =), Aa. 

Une surface connexe À munie d’une structure conforme $ s’appelle une 
surface de Riemann ; si : À — B est une carte complexe quelconque dans 
X qui est compatible avec chaque carte complexe de $, on dira que w est une 
carte complexe admissible (ou simplement une carte complexe dans X). 

Nous ne définirons pas la notion d’orientabilité d’une surface (vol. 1) ; 
notons ici que toute surface de Riemann est orientable (8 8.3.4). 


8.2.3 Exemples de surfaces de Riemann 


Exemple 1 € muni de sa topologie usuelle est une surface de Riemann ; sa 
structure conforme est donnée par une seule carte 4 : € — € avec w(z) = 2, 
2 EC. 
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Exemple 2 Soit X une surface de Riemann ayant la structure conforme $ ; 
un domaine f? C X est une surface de Riemann si on le munit de la structure 
conforme induite SA formée des cartes complexes admissibles & : À — B, 
A C #, À ouvert, B CC, B ouvert. En particulier, un domaine dans € est une 
surface de Riemann. 


Exemple 3 Soit C = CU {co} ; on vérifie que les disques ouverts B(a;r), 
a € €, et les ensembles 


(2e C2 0/7 U to) ae rev, cl. 


forment une base pour la topologie dans C. On dit que € est la compactification 
d’Alexandrov de € ; une partie V © € est ouverte dans cette topologie si et 
seulement si V est une partie ouverte de € ou si © € V et VS = C \V est 
une partie compacte de €. On vérifie que C est un espace séparé, compact et 
connexe ; en fait, C est homéomorphe à $?, la sphère unité dans R ; ce point 
est discuté dans le paragraphe 7.4.1 et on vérifie aisément que la topologie 
définie ici correspond bien à la discussion présentée dans ce paragraphe. On 
munit € d’une structure conforme en donnant deux cartes complexes : 


PRO pi(z)=2,2zeC 
1 
p2 : A2=C* —C*, LOT 7 


On vérifie aisément que 1 et 2 sont analytiquement compatibles. 


Exemple 4 Soit G Æ {0} un sous-groupe additif discret de € ; on sait que 
G est soit de la forme 7Z, Tr € C*, soit de la forme 12 + r2Z, n, rm € C*, 
T1/72 € R. En théorie des groupes, on forme le groupe quotient C/G ; un 
élément de C/G est une partie (discrète) de la forme z + G de sorte que l’on a 
une application surjective canonique : 


PC Ce 


donnée par p(z) = z +G, z € €. La topologie usuelle (appelée topologie 
quotient) de C/G est donnée comme suit : une partie À de C/G est ouverte si 
et seulement si p_!(A) est ouvert dans C. On démontre que C/G est un espace 
séparé connexe ; si G est de la forme 7Z, r € C*, C/G est homéomorphe à un 
cylindre (une surface) dans R ; si G est de la forme ñnZ + r2Z, n, nm € C7, 
71/72 € KR, alors C/G est homéomorphe à un tore (une surface compacte) dans 
R$. On introduit une structure conforme dans C/G comme suit : soit B une 
partie ouverte de C telle que z1 — 22 € G pour tout choix de z1, 22 dans B : ceci 
équivaut à avoir l’injectivité de p dans B ; l'application réciproque w : À — BE: 
À = p(B) C C/G, est une carte complexe. On démontre que la famille formée 
de toutes ces cartes (déterminées par les différents choix de B € C du type 
indiqué) est une structure conforme dans C/G. 
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Exemple 5 Soit X un espace séparé connexe ; soit p: X — € une fonction 
continue telle que p est un homéomorphisme local : pour tout a € X, il existe 
un voisinage ouvert À de a et un voisinage ouvert B de p(a) tels que p établit un 
homéomorphisme entre À et B. La fonction p détermine une structure conforme 
dans X de la façon suivante : soit 5 : A — B, AC X, BCC, la restriction 
de p à À, où À est une partie ouverte de X et B une partie ouverte de € 
telles que DE est un homéomorphisme de À sur B ; on démontre aisément que 
ces cartes complexes 4 sont analytiquement compatibles car si 4; : À; — B;, 
3 = 1,2, sont deux telles cartes, alors A1 N A2 est homéomorphe à B1 N B2 
(via la restriction de p à A1 N 42) et w20 one est l’application identité de 
p1(A1 N A2) = Bi N Bo = po(A1 N Ab). 

Exemple 6 _ Cet exemple est une généralisation technique de l’exemple pré- 
cédent. Soit À un espace séparé connexe avec X = PAUSE GE Ge un 
ensemble, au plus dénombrable, qui est fermé et discret dans Ke (ce qui veut 
dire que chaque o; possède un voisinage ouvert À; ne contenant aucun autre 
point de S). Soit p: X — C une fonction continue qui est un homéomorphisme 
local de X dans C ; de plus, pour chaque 0; il existe un voisinage ouvert À; 
de a; comme ci-dessus, un homéomorphisme w; de À; sur une partie ouverte 
B; = p;j(À;) de C et un entier k; > 1 tels que 


p(s) = p(oj)+{vi(s)}Ÿ, se A;, 


si p(o;) £ © et p(s) = {o(s)}*, s € À; \ {o;} si p(o;) = oo. La structure 
conforme de X est donnée par la famille de cartes formée d’une part des p|, 
où À est une partie ouverte de X telle #),, : À — p(À) est un homéomorphisme 
et d'autre part des 4;. Ceci donne une surface de Riemann we (telle que les o; 
avec k; > 2 sont les points de ramifications, 8 Bar) 


8.2.4 Applications holomorphes 


Soient X une surface de Riemann, f? une partie ouverte de X. Une fonc- 
tion f :  — C s'appelle holomorphe (ou analytique) si pour toute carte 
complexe admissible y : À — B dans X’, la fonction 


pot ne, ANT) x 


est holomorphe dans la partie ouverte w(A N #2) de C. 

Soit Ÿ une surface de Riemann. Une application continue f : 9 — Y 
(A étant comme ci-dessus) s'appelle holomorphe (ou analytique) si pour 
tout a € 2 et toute carte complexe admissible & définie dans un voisinage 
ouvert V de f(a), la fonction 


wof:f (V)——cC 
est holomorphe ; noter que Ve (1) est une partie ouverte de #2 C X. 


Les surfaces X et Ÿ sont dites conformément équivalentes s’il existe 
un homéomorphisme f : À — Y tel que f et f7 1! sont holomorphes. 
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8.2.5 Quelques propriétés des applications holomorphes 


Plusieurs propriétés des applications holomorphes f entre deux surfaces 
de Riemann X et Y se déduisent facilement des propriétés analogues des fonc- 
tions holomorphes définies dans des parties ouvertes de C : il suffit de considérer 
Ÿ o fowTl où p est une carte complexe admissible dans X et Ÿ de même dans 
Y. Nous en donnons quelques exemples, X et Ÿ étant toujours deux surfaces 
de Riemann. 


+ Théorème d'identité 
Soient f et g deux applications holomorphes de X dans Y ; si f(sn) = 
g(Sn), n = 1,2,..., {Sn} étant une suite de points distincts de X ayant 
un point d’accumulation dans X, alors f = g. 


+ Théorème d’application ouverte 
Soit f : À — Y une application holomorphe non constante ; alors, pour 
toute partie ouverte {2 de X, f(92) est une partie ouverte de Y. 


Comme corollaire, on déduit que si X est compact (non vide), alors toute 
fonction holomorphe f : X — € est constante. En effet, s’il n’en était pas ainsi 
f(X) devrait être non vide, compact et ouvert dans €, ce qui et impossible. 


e Principe du maximum 


Soit f : X — € une fonction holomorphe ; si |f| possède un marimum 
relatif en un point a € X,, alors f est une fonction constante. 


+ Singularités artificielles 
Soit À un voisinage ouvert de a € X ; si f : A\{a} — C est une 
fonction holomorphe bornée, alors f se prolonge sur À en une fonction 
holomorphe. 


8.2.6 Fonctions méromorphes 


Soit {2 une partie ouverte d’une surface de Riemann X ; une application 
holomorphe f : #2 — € telle que f-!() est un ensemble discret dans 9 
s’appelle une fonction méromorphe dans 2. Si f-l(o) = S, alors, pour 
s€S, HO] — © lorsque, dans f2\ S, { tend vers s ; les points de S s'appellent 
les pôles de f. 


8.2.7 Indice de ramification 


Soit f : À — Y une fonction holomorphe non constante entre deux 
surfaces de Riemann X, Y. Soit a € X et posons a! = f(a) : il existe des cartes 
complexes # : À — B, À un voisinage ouvert de a, et Ÿ : 4! — B!, A! un 
voisinage ouvert de a/, telles que g = Ÿ o fowl est une fonction holomorphe 
non constante définie dans B à valeurs dans B’. On peut supposer que 0 est 
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dans B et B' et que (a) = 0, Ÿ(a') = 0 ; on aura alors g(a) = 0 ; il existe donc 
un entier & > 1 tel que dans un voisinage ouvert de 0 € B, g est de la forme 


g(z)= 2(co+cz+-.), co #0. 


L’entier k ainsi défini s’appelle l'indice de ramification de f au point a € X ; 
il est facile d'établir que k ne dépend pas des choix des cartes w et #. Sik = 1,on 
dit que f est non ramifié au point a ; dans ce cas, f est un homéomorphisme 
d’un voisinage ouvert U de a € X sur un voisinage ouvert V de a! = f(a) € Y. 
Si k > 1, alors il existe des voisinages ouverts U de a et V de a/ tels que 
f-"(#) NU contient exactement k points distincts pour chaque t € V,t#a'; 
on dit que f est ramifié au point a et de l’ordre de ramification de f au 
point a est k—1> 1. 


8.3 SURFACE DE RIEMANN ASSOCIÉE À 
UNE FONCTION HOLOMORPHE 


8.3.1 Germes holomorphes 


Soit H l’ensemble de toutes les séries entières 
OO 
5. Ÿ_ cn(z—a)", a,GnEC,nEeN, 


ayant un rayon de convergence p(s) > 0 ; nous posons p(s) = a et 


O0 


gs(z) = Ÿ cn(z—a)", z € B(a ;p(s)) ; 


n=0 


ainsi, g, est une fonction holomorphe dans le disque ouvert centré en a = p(s), 
de rayon p(s). Pour r € | 0, p(s) {, nous définissons A(s;r) comme l’ensemble 
des t € H tels que [p(t) — p(s)| < r avec g(z) = gs(z) pour z € B(p(t);e(t)) 
où et) est tel que 0 < e(t) < p(t) et 


B(p(t); e(t}) ( B(p(s); r) s 


Les ensembles A(s;r), s € H,r € |0,p(s){ et l’ensemble O forment la base 
d’une topologie séparée dans H telle que p : H — € est continue et est un 
homéomorphisme local. En particulier, H est une surface. 


DÉMONSTRATION 
Soient À; = A(s;;r;), 3 = 1,2; il faut voir qu’il existe À = A(s;r) 
contenu dans A1 N A) si cette intersection est non vide. Soit s € A3 N À ; si 
p(s) = a, p(s;) = aÿ, j = 1, 2, alors la—a;l < r;, j = 1, 2, et il existe r > O tel 
que 
gs(2) = gs1(2) = gs), 2€ B(a;r) C B(aisr1)N B(a2;r2) 
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avec 0 < r < p(s). On vérifie alors que 
A A(s;r) C A1 N A. 


Ceci établit que les ensembles indiqués forment la base d’une topologie dans #. 

Soient s1 et s2 deux éléments distincts de H ; nous démontrons qu’il 
existe À; = A(s;;r;), j = 1, 2, tels que A1 N A2 = ÿ. Supposons d’abord que 
p(s1) = a # p(s2) = a; choisissons r1, r2 tels que 


D 0 2 NP (CE DDR" "D ) EUR 


alors A; = A(s;;r;), j = 1, 2, sont disjoints. Supposons que p(s1) = HE) =; 
puisque s1 et s2 sont distincts, il existe r > 0 tel que 


Her) Ce Foro 


vérifions que À; = A(s;;r), j = 1, 2, sont disjoints. En effet, si t € A1 N A), 
avec p(t) =b,onala-b| <ret 


gt(2) = gs1(2) = gss(2), 2 € B(b;e) C B(a;r), 


pour un € > 0 approprié, ce qui contredit gs, (2) # gs,(2), z € B'(a;r). 
Pour établir la continuité de p en un point s avec p(s) = a, on vérifie 
immédiatement que pour r > 0 quelconque 


p(A(s;6)) = B(a;6) C B(a;r) 


dès que 0 < 6 < min(r,p(s)). Ce raisonnement montre que p est une application 
ouverte; puisque p est évidemment injective dans A(s;6), on conclut que la 
restriction de p à A(s;6) est un homéomorphisme entre A(s;6) et B(a;6). % 


Soit f une fonction holomorphe définie dans un domaine #2 de C. Si 
a € {2, soit s l'élément de H défini par 


e #(n){a ; 
Se 20000) € op. 


n° 


soit À la composante connexe de H{ qui contient s et définissons F : X — € 
comme suit : 


FL) ge(p(t)) , LE. 


Alors X est une surface de Riemann (associée à f). Le fait que X soit une 
surface de Riemann est une conséquence immédiate de l'exemple 5 ($ 8.2.3). 
On peut interpréter X comme étant constituée de tous les prolongements ana- 
lytiques de f ; X ne dépend pas du choix du point a dans #2. X est déterminée 
par l’élément s de H appelé le germe de la fonction holomorphe f en a ; un 
autre germe f en un autre point de 2 donnera la même surface de Riemann 
X. On interprète F comme le prolongement analytique maximal de f ; F est 
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une fonction holomorphe définie dans la surface de Riemann X déterminée par 
f, alors que les différents prolongements analytiques de f dans C ne définis- 
sent qu’une fonction «multiforme» dans C. L'étude précise de cette fonction 
«multiforme» en partant de f est rendue possible par la définition de F sur 
la surface de Riemann X déterminée par f. On dit que X est la surface de 
Riemann non ramifiée et marimale, étalée sur C, déterminée par f. Nous l’ap- 
pelerons simplement la surface de Riemann associée à f ; elle est dans 
un certain sens (que nous ne précisons pas) uniquement déterminée par ra 
une équivalence conforme près ; nous dirons que p : X — C est la projection 
associée à f et F : X — C est la fonction analytique complète obtenue à 
partir de f. 


8.3.2 Remarques 


Etant donné une fonction f holomorphe dans un domaine C, nous avons 
construit ci-dessus la surface de Riemann X associée à f ; cette surface de 
Riemann possède deux fonctions naturelles : 


°p:X — C la projection p associée à f qui est un homéomorphisme local 
(et aussi une fonction holomorphe), 

°F:X — C la fonction analytique complète F obtenue à partir de f qui 
est une fonction holomorphe. 


Il y à une autre surface de Riemann X} (dite la surface de Riemann de 
f) qui peut être obtenue à partir X par l’adjonction d’un ensemble au plus 
dénombrable $ ; la construction de X} = X U S est semblable à celle donnée 
dans l’exemple 6 (8 8.2.3). La structure conforme de X} prolonge celle de X et 


S est une partie discrète de X'} ; aussi, p et F se prolongent en p, F où 
B:Xr —ÛC, F: Xf — C 


avec p continue, F méromorphe, ol —p, ee = F. La fonction F s'appelle 
la configuration analytique obtenue de f. 

Intuitivement, les points o de S sont les «points frontières» de X et un 
prolongement analyque de f «autour de o » est donné par une série de Puiseux 


DCE ou Di nie NEeZ,keN", 


n>N n>N 


selon que D(o) = a ou ©. Les détails de cette construction peuvent être trouvés 
dans l'ouvrage de R. Narasimhan (Compact Riemann surfaces, Birkhäuser, 
1992). 

Une autre construction de X'; vient de la considération de P, l’ensemble 
de toutes les séries de Puiseux ; notons que P 3 #H car les éléments de # sont 
ceux de P pour lesquels N = 0, & = 1 et a Æ co. On introduit une topologie 
dans P comme nous l’avons fait dans le paragraphe 8.3.1 pour H ; alors X'; 
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est donné par la composante connexe dans P d’une série entière représentant 
f dans un disque ouvert de C. Ce point de vue est développé en détail dans 
le livre de G. Springer (/ntroduction to Riemann surfaces, Chelsea, 2° édition, 
1981). L'initiateur de cette approche est H. Weyl ; son livre (Die Idee der Rie- 
mannschen Fläche, Teubner, 4° édition, 1964) apparaît, en première édition, en 
1913 et donne pour la première fois une formulation mathématique rigoureuse 
des idées géométriques de Riemann. L'influence du livre de Weyl sur toute cette 
théorie a été et continue à être très importante. 


8.3.3 Quelques exemples 


Les exemples simples suivants tentent d'illustrer la différence entre X et 
X'} de la discussion précédente ; les vérifications détaillées ne sont pas données 
mais les notations du paragraphe 8.3.2 sont maintenues. 

Soit f(z) = z, z € C; la surface de Riemann X associée à f est C ; la 
surface de Riemann X} de f est @ ; À f est compact. 

Soit f(z) = 1/z, z € C* ; la surface de Riemann X associée à f est C* ; 
la surface de Riemann X}; est, de nouveau, C. Ici, F(oo) = 0, F(0) = oo, F 
étant la configuration analytique obtenue de f. 

Soit f(z) = expz, z € C; ici, À = Xy = C; le point n'est pas un 
pôle pour f ; c’est une singularité essentielle car z  exp(1/z) possède une 
singularité essentielle à z = 0. 

Soit f(z) = z!/2,z € C\R- (la détermination principale). Ici, la surface 
de Riemann X} est obtenue de la surface de Riemann À associée à f par 
l’adjonction de deux points 00 et ox tels que P(op) = 0 et Pos) = 0. La 
description intuitive habituelle de X est la suivante : on prend deux « feuillets », 
chacun représentant € «fendu » le long de R- et on les «colle » le long de R- ; 
sur chaque point z du premier feuillet on pose F(z) = f(2) et sur chaque 
point z du second feuillet on pose F(z) = —f(z); le «collage» est fait de 
telle manière que F soit continue. Cette description imprécise correspond au 
fait que —f(z) peut être obtenu par un prolongement analytique approprié 
de f (8 6.2.7). Un passage rigoureux de notre surface de Riemann associée à 
la construction géométrique esquissée peut être fait seulement lorsque l’on a 
précisé la construction géométrique de manière mathématique. Néanmoins, on 
peut démontrer rigoureusement que X est homéomorphe à € \ {0} et que X} 


est homéomorphe à C, c’est-à-dire à la sphère unité S? dans R?. Pour voir ceci 
intuitivement, on considère chaque feuillet (coupé le long de R_) comme un 
hémisphère, la coupure le long de R_ étant l’équateur du dernier ; en collant 
ces deux hémisphères le long de leur équateur, on obtient la sphère S?. Dans 
cet exemple, Xy est une compactification de À obtenue par l’adjonction de 
deux points «manquants» de la sphère. La fonction méromorphe F : XF C 
possède deux points de ramification d’ordre 1 en op et oœ (8 8.2.6 et 8.2.7). 
Soit f(z) = Inz, z € C\R- ; ici X = Xy. On visualise X comme une 
infinité de «feuillets » numérotés par m € Z, chacun représentant € coupé le 
long de R-, empilés l’un sur l’autre en «collant» le feuillet numéro m à celui 
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du numéro m + 1 le long de R_. Topologiquement, X est homéomorphe à une 
surface hélicoïdale avec une infinité de spirales ; X est aussi homéomorphe à C. 
Pour le point z du feuillet numéro m, on pose F(z) = 1n z + 2mmi. Le segment 
R° qui est apparemment une courbe d’auto-intersection des différents feuillets 
(comme dans l'exemple f(z) = 21/2) doit être considéré comme une nouvelle 
courbe distincte sur chaque feuillet. De nouveau, cette dernière description ne 
prétend pas être précise. 


8.3.4 Compléments 


L'espace topologique sous-jacent à une surface de Riemann est une sur- 
face connexe ; on peut démontrer que toute surface connexe orientable ayant 
une topologie à base dénombrable possède une structure conforme et devient 
ainsi une surface de Riemann ; inversement, toute surface de Riemann est 
orientable et sa topologie possède une base dénombrable. On peut considérer les 
surfaces connexes qui n’ont pas une topologie à base dénombrable comme des 
cas pathologiques (de tels objets existent) ; en tout cas, une surface quelconque 
à base dénombrable est homéomorphe à une surface dans R°. Ainsi, on peut 
«obtenir » toute les surfaces de Riemann en munissant les surfaces connexes et 
orientables dans R° de structures conformes. 


Les surfaces de Riemann compactes possèdent une description géomé- 
trique plus explicite à cause du fait que chaque surface compacte, connexe et 
orientable est formée d’une sphère (de dimension 2) et de «l’attachement » d’un 
nombre fini g «d’anses » à cette sphère ; le nombre g s’appelle le genre de la 
surface. La sphère correspond au genre 0 et le tore au genre 1. La surface de 
Riemann X ; d’une fonction algébrique f (w = f(z) satisfait à une équation 
polynomiale ag(z) w"® + a1(z)w®-l +... + an(z) = 0 pour z dans un domaine 
2 C € où ao, a, ..., an sont des fonctions polynomiales) est compacte. Inver- 
sement, chaque surface de Riemann compacte est une surface de Riemann X'}; 
d’une fonction algébrique. 

On peut démontrer que chaque surface de Riemann admet une fonction 
méromorphe non constante. Cette proposition importante permet de voir que 
toute surface de Riemann est contenue dans la surface de Riemann X}; d’une 
fonction holomorphe f définie dans un domaine de C. 

L'étude des fonctions méromorphes définies dans une surface de Riemann 
et de leurs intégrales curvilignes forme un chapitre essentiel de la théorie. Les 
fonctions méromorphes sur un tore sont exactement les fonctions doublement 
périodiques et leur théorie constitue la théorie des fonctions elliptiques. 

La littérature classique et moderne sur la théorie des surfaces de Riemann 
est très vaste. Malheureusement, les présentations élémentaires et rigoureuses 
de cette théorie sont rares. Outre les livres mentionnés ci-dessus, on peut con- 
sulter les deux livres classiques suivants : 


° P. Appellet E. Goursat, Théorie des fonction algébriques et de leurs inté- 
grales, vols I et Il, Gauthier-Villars, 1895-1930, avec différentes éditions. 
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° L. V. Ahlfors et L. Sario, Riemann Surfaces, Princeton University Press, 
1960. 


L'ouvrage de H. Weyl mentionné ci-desus (8 8.3.2) contient des références 
exactes aux travaux classiques de Riemann (de 1857 et 1865) et d’autres auteurs 
tels que Klein, Poincaré, Neumann, Weierstrass, etc. 


8.4 CONCLUSION 


L'étude des fonctions méromorphes définies dans une surface de Riemann 
est une généralisation naturelle de la théorie des fonctions holomorphes d’une 
variable complexe. 

La théorie actuelle traite aussi des fonctions de plusieurs variables com- 
plexes, dont la généralisation naturelle nous amène à la théorie des variétés 
complexes, un carrefour où se rencontre presque toutes les théories mathéma- 
tiques modernes. Les lecteurs intéressés trouveront des indications nécessaires 
dans les ouvrages suivants : [8], [18], [27] et [31]. 


Réponses aux exercices 


Elles concernent seulement les chapitres 1, 2, 3 et 7; les exercices des 
autres chapitres ne nécessitent pas de réponse. 


CHAPITRE 1 


12.7 


CPAS 8) nes DE 2) nn 72e (V3/2)i 


Giv) 428 = (1), int 2 (1); (v) 22/24 cos(nr/4). 


(21 (Gi) +(/V2)( +5) ; (ii) —1,1/24(V3/2); (ii) H(1 + 36) ; 
(vi D ER ONON, een 


(i) Disque fermé de centre (0, —1) et de rayon 1. 
(ii) La droite d’équation cartésienne x = 0. 
(ii) Le demi-plan ouvert {(x,y) : x > 3/2}. 
(iv) La droite d’équation cartésienne a1y + a2x = b, a = aj + ia. 
(iv) Ensemble borné de la forme du symbole dont la frontière est une lem- 
miscate ayant l'équation polaire r? = 2 cos 28 : 


(T2 cos 20 re D OST 7 Cost sin 0). 


125 
NC : non convergente, L : limite. 
HINCEINC NL DL GE 2. 


C2] 
= US EME NC "lors |zl= l'avecz À 1; 
ME = O0EN)- | ANG Sue 1 
(iii) L = 0 si [2] < 1, NC si [a] > 1; 
Oo) DE EE en) 2 si 2 ="; 
NC sifz]=1avecz#Âl; 
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(v) L= 0 si 2] lou ER 2 AN 0 | = avec: 20 
(vi) L'=Osn2 ANNE 2 2 NC sie) ec enr 


Lil 
(i) {{(+i):teR)} ; (ü) {0}; (üi) C; (iv) C. 
fG)=2+icceR. 


(iv) Soit f = u + iv, u? + v? constante; si f(20) = 0 alors f = 0; si 
f() #0,z2EC,ona (u,v) £ (0,0), uçu + uv = 0, uyu + wu = 0 d'où 
le déterminant du système (u!,)? + (v!,)° = 0 en utilisant les équations de 


Cauchy-Riemann. 


avec 


LCDDE TT, (= (0). (0 — am) 
CHAPITRE 2 
2.2.10 


On écrit a pour lim inf, b pour lim sup. 
(G) a = b = co; (ü) a = b = 0; (iii) a = —1, b = 1; (iv) a = —00, b = ©: 
(Ma = 2 Eco; 


Réponses aux exercices Gil 


Nous écrivons C pour convergence, D pour divergence ; les séries étant 
à termes positifs leur convergence équivaut à leur convergence absolue. 


LR NRC NDS PO Re Der) OC vi) DE 
(vi) C. 

Utiliser max(a,b) > (1/2)(a + b). >; min(at,) peut être finie (par 
exemple si min(a+,b+) = 0) ou infinie (par exemple si at = b). 


2.6 


On pose À pour le rayon de convergence : 


GO) R=1; 
Re 
Co M SU 
(ü)R=<1 sila=1 
CN AE 


1 siaZ£0,—1, —-2,... 
ay r= sia—=0,—1, -2,...; 
1 siagN 
— 
() a si a € N. 


SN = re Done mins ll 
SO 2 0 One ne 0 min ll) 


LT 
Sie uns 20Ona dc 1 


[3] 6. 


SG 2 de on = LU her it 

0 NT IN D GE EN MEME, = vs 

si an = 1, bn = 2" pour n pair et an = 2”, bn = 1 pour n impair, alors 
Ro hR = 12, Ru 1l/2>1/4= RRy. 


(jMdetRez= Hole 1} pi) ee 
HE) 


[6] Ona RUE 
Considérer le cas R > 1 et R < 1 séparément. 


Gi) 1/92; (ii) 23 (Hi) L 
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(i) e 27 {cos(In 2) +isin(In2)},n eZ; 


) 
(ii) ex p{n(on+ :) Me 
) 


(iii) exp{—(4n +2)r},n€eZ. 


Soient z = x + iy, x, y réels, a = re, r > 0, 0€ |-*x, x]; 


(i) on doit avoir x = v/2 pour un v € Zet (ylnr +v8/2) E xZ; 
(ii) on doit avoir z = 0 ou z € R* et [al = 1. 


CH 

CHAPITRE 3 
3.3.6 
ha tr et fre 


ON ie 72e. 
[7] (Gi) 2m: 0. 
[8] 


; exp{i( (a +1)r} — 1 si a £ —1, ir si aœ = —]l; 
ii) exp{—i(a + 1)r} — 1 si à £ —1, —ir si a = -1; 


M ani 
u a+l 


on obtient 0 pour a entier # —1. 


oo] [4 


sin(o + l}x si à £ —1, 2xi si à = —]; 


(i) 2i ; (ii) —ire; (iii) in(2 — e). 
f(a) = 0 si [a| > 1, f(a) = —ex cos a si [al < 1. 


[6]  f(a) =0 si la — 2] > 1, f(a) = 2ri/3a si [a — 2] < 1. 


Réponses aux exercices 


CHAPITRE 7 
7.4.8 
© fo =2( 5) 
Gi) F9 = LT; 
(u)= rs 
(iv) fe) = 289 
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Bibliographie 


La bibliographie contient essentiellement les ouvrages auxquels nous nous 
sommes référé à plusieurs reprises dans le texte et ceux dont la lecture est 
recommandée pour l’acquisition d’une information plus détaillée sur les diffé- 
rents sujets traités dans ce volume. D’autres références plus ponctuelles sont 
placées dans les endroits appropriés du texte. 

Les références [4] et [14] sont recommandées pour les questions historiques 
générales ; [28] et [33] sont indiquées pour couvrir certains aspects topologiques 
que nous avons abordés de manière trop partielle. 

[15] et [29] sont des recueils d'exercices ; la collection d’exercices dans 
[29] occupe une place d’honneur dans la littérature mathématique. La plupart 
des autres livres contiennent de nombreux exercices dont nous nous sommes 
inspiré. 

La littérature concernant l’analyse complexe est très vaste ; nous avons 
donné une petite sélection de textes comprenant quelques classiques et d’autres 
plus récents (en anglais, français ou allemand, avec une indication lorsqu'une 
traduction en français ou en anglais existe). Les textes récents en français du 
niveau introductif ne sont pas nombreux ; mentionnons spécialement parmi 
ceux-ci [8] et [12]. La littérature au niveau introductif en allemand et en anglais 
est abondante et variée ; [7] est un classique en allemand ; [1], [11], [21], [22], [23], 
[34] et [35] sont tous toujours très utiles, malgré leur ancienneté. [6] donne une 
présentation rigoureuse et détaillée (contenant beaucoup de références souvent 
ignorées) d’une grande partie de l'analyse complexe dite élémentaire ; il est 
intéressant de le consulter pour presque toutes les questions traitées dans notre 
texte. Parmi les ouvrages introductifs récents, je recommande vivement les deux 
volumes (en allemand) de R. Remmert [31] ; son analyse des développements 
historiques est particulièrement riche et intéressante. Les trois volumes de [20] 
contiennent des exposés sur diverses applications physiques et numériques, tout 
en présentant la théorie avec minutie. [5] et [23] sont des traités détaillés sur 
la théorie des séries : il sont fortement recommandés pour un apprentissage 
de l’analyse classique élémentaire. [37] est un grand classique qui est toujours 
très utile à cause de son traitement détaillé et instructif des fonctions spéciales 
d'analyse complexe. 
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Cours d’Analyse 
2 Analyse complexe 
Srishti D. Chatterii 


L'objectif principal du second volume de ce Cours d'Analyse en trois volumes 
est de donner une introduction à la théorie classique des fonctions holo- 
morphes d'une variable complexe. 

- Après Une introduction aux nombres complexes et à la théorie des séries en- 
tières, on présente. les fonctions holomorphes en utilisant les équations de 
Cauchy-Riemann et leurs développements en séries entières. Les théorèmes 
principaux de la théorie de Cauchy ainsi que leur utilisation pour l'étude des 
séries de Taylor et de Laurent sont présentés en détail. Les fonctions élémen- 
taires (exp, cos, sin etc.) sont introduites dès le début et leurs propriétés sont 
développées en utilisant [a théorie générale. Les propriétés principales des 
fonctions holomorphes (principe de module maximum, application ouverte, 
unicité des fonctions holomorphes, théorèmes de Weierstrass et Mittag-Leffler 
etc.) sont présentées et leur relation avec les fonctions harmoniques est déve- 
loppée. Quelques fonctions spéciales (comme gamma, zêta) sont introduites 
avec soin. Les applications conformes (y inclus le théorème de Riemann) sont 
traitées en détail. Une introduction à la théorie des fractions continues comple- 
xes est donnée comme illustration de différents modes de présentation des 
fonctions holomorphes (comme séries, intégrales où produits infinis). Le livre 
termine avec une courte introduction rigoureuse aux surfaces de Riemann. De 
nombreux exercices (avec indications de leur résolution), notices historiques et 
bibliographiques complètent le texte. Il est conçu pour les étudiants en mathé- 
matiques et physique dans leur deuxième et troisième année d'études auprès 
d'une université européenne. 
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l'histoire des mathématiques des 198 et 208 siècles et aux fondements de 
la physique théorique. 
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